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1. GIRIS

Rekiirans iliskileri ile verilen say1 dizileri cebir ve sayilar teorisinde dnemli bir
yeri vardir. Say1 dizilerinin bu 6nemi giinliik hayatimizda birgok yerde muhtesem bir
ahenkle karsimiza ¢ikmasindan kaynaklanmaktadir. Ayrica sayr dizileri sayesinde
Hilbert serilerinde, kuvvet serileri teorisinde, iirete¢ fonksiyonlarinda ve bunlar gibi
pek ¢ok alanda kullanilan konularda 6nemli ilerlemeler elde edilmistir. Sayilar tarihi
de insanlik tarihi kadar ¢ok eskiye dayanir. Ilk¢aglarda yasayan insanlar magara
duvarlarina ¢izgi ¢izmis, aga¢ dallarma ¢entik atmis ve boylelikle sayilart
kullanmuslardir. Insanoglu, zaman icerisinde dogadaki olaylar1 izleyerek yeni say1
sistemleri tanimlanmasini ve gelistirilmesini saglamigtir. Gelistirilen bu say1 sistemleri
matematik ve diger bilimler ile iliskilendirilmesi saglanarak say1 sistemlerinin yeni
ozellikleri de ortaya ¢ikarilmistir. Say1 dizileri igerisinde en ¢ok bilinen Fibonacci say1
dizisidir. Fibonacci dizisinin elemanlar1 Leonardo Fibonacci'nin tavsan probleminden
esinlenilerek elde edilmistir. Leonardo Fibonacci, 1170 senesinde italya da dogmustur.
Cocuklugunda babasmin isi nedeniyle Arap sehirlerini gezme imkani bulmustur.
Fibonacci, oralarda kullanilan Arap ve Hint say1 sistemlerini incelemistir. Bu say1
sisteminin kolayliklarin1 gériip o zamanlar Italya da kullamilan roma rakami sayi
sistemini de gelistirmeye ugras vermistir. “Liber Abaci” adl1 kitab1 Arap say1 sistemini
Bat1 Avrupa'ya tanitan ilk Kitap olmustur. L. Fibonacci'nin yalnizca bir aritmetik
problem olarak gordiigli "Tavsan Problemi" hakkinda 19. yiizyila kadar 6énemli bir
caligma ortaya ¢ikmamustir. Ancak Fibonacci ile beraber bu problem ilgi ¢ekmis ve
sorunun ¢6ziimiinli saglayan sayilar Fibonacci sayilart olarak isimlendirilmistir. Bu
dizideki ilk iki terim 1, 1'dir. i1k iki terim disinda sonraki her terim, kendisinden &nceki
iki terimin toplanmastyla belirlenir. Ardigik iki Fibonacci sayisinin orani olan "altin
oran" kavramini Kepler literatiire kazandirmustir. Altin oranmin yaklasik degeri
1,618'dir. Tarih boyunca oyun kartlarindan piramit yapimina kadar pek ¢ok alanda
Altin Oran kullanilmistir. Fibonacci say1 dizisi farkli sekillerde genellestirilmistir
[Bicknell, 1975]. Bazi aragtirmacilar baglangi¢ sartlarmi degistirirken [Horadam,
1961] bazilar1 da [Edson ve ark., 2009], [Falcon ve ark., 2007] indirgeme bagintilarini
degistirerek yeni genellestirmeler elde etmislerdir. Bahsedilen bu genellestirmeler ilk
kez 1878 yilinda Lucas tarafindan yapilmistir [Lucas, 1878]. Daha sonra A. F.

Horadam 1965 yilinda Fibonacci say1 dizisini genelleyerek Genellestirilmis Fibonacci



(Horadam) dizisini tanimlamistir [Horadam, 1965]. A. F. Horadam tarafindan
tanimlanan Fibonacci dizisinin genellestirilmesi, birkag giizel ve ilging dizilere yol
agmustir. Genellestirilmis Fibonacci dizisinden (veya Horadam dizisi) yararlanarak

elde edilen say1 dizilerinden birisi Oresme sayilaridir. Oresme sayisini 14. yiizyilda

12 3 4 n

Nicole Oresme tanimlamistir. Nicola Oresme, bu dizi ile O’E’Z’E T

terimlerinin olusturdugu rasyonel sayilarin toplamimi bulmustur. Horadam 1974
yilinda bir tarihge sunmus ve bu sayilarin birgok 6zelligini elde etmistir [Horadam,
1974]. Oresme sayilar1 birgok ilging 6zellige ve bir¢ok bilim alaninda uygulamaya
sahiptir. Baz1 matematiksel kaynaklarda Oresme dizisinin biyolojik uygulamalari

oldugunu bulabiliriz [Horadam, 1974].

Matematik diinyasinin en dikkat g¢ekici Ozelliklerine ve iligkilerine sahip
Fibonacci ve Lucas sayilarinin dogal genellestirmelerinden birisi de kompleks sayilar
ve kompleks diizlem iizerine yapilmistir. Bu sayilarin kompleks sayilara
genellestirilmesi farkli uygulamalara zemin hazirladigi gibi yeni problemlerin de
ortaya ¢ikmasina neden olmustur [Vajda, 1989]. ilk olarak A. F. Horadam 1961 ve
1963 yilinda yaptig1 calismalarda Fibonacci sayilarint kompleks sayilara tasiyarak
Gauss Fibonacci sayilarini tanimlamis ve birgok 6zelligini vermistir [Horadam,1961],

[Horadam, 1963].

J. R. Jordan [Jordan, 1965], Fibonacci sayilari ile Gauss Fibonacci sayilari
arasindaki iligkilerden yola ¢ikarak muhtesem benzerlikler kesfetmis ve Gauss Lucas
sayilarin1 tanimlamigtir. 1977 yilinda G. Berzsenyi Fibonacci sayilarimin karmagsik
diizleme dogal bir sekilde genisletilmesini vermistir [Berzsenyi, 1977]. C.J. Harman
1981 yilinda, Horadam ve Berzsenyi’nin yontemlerinden faydalanarak Gauss
Fibonacci dizilerini yeni bir yaklasimla tanimlamis ve bu dizileri énemli 6l¢iide
karmagik diizleme genisletmistir [Harman, 1981]. 1986 yilinda S. Pethe ve A.F.
Horadam, Gauss Fibonacci sayilarini, C.J. Harman’in fikrini genisleterek Fibonacci,
Pell ve Chebsyshev polinomlarinin ¢arpimlarini bulunduran toplamsal 6zdeslikleri

ifade etmislerdir [Pethe ve ark., 1986].

Kompleks sayilari genellestirme fikri ile ortaya ¢ikan kuaterniyonlar W. R.
Hamilton tarafindan 1844 yilinda tanimlanmis ve kuaterniyonlar hakkinda uzun yillar
boyunca c¢alismalar yapmistir [Hamilton, 1844]. Hamilton’un kuaterniyonlari

kesfinden Once karmasik sayilar 2 boyutlu uzayda dislniilmekteydi. Uzaydaki



noktalar en fazla ticlii vektorel olarak gosterilmekle beraber toplama, ¢ikarma iglemi
yapilmakta ancak ¢arpma ve bolme islemleri yapilamamaktaydi. Hamilton, karmasik
sayilarin 2 boyutlu degil 3 boyutlu uzayda diisliniilmesi gerektigini fark ederek bu
karmasaya bir son vermistir. Bununla beraber karmasik sayilarin, 3 boyutlu uzaya
carpma isleminde degigsme 6zelligi olmadan genisletilmesini saglayarak bu sayilarin
belirttigi noktalarin {iglii vektorel olarak degil dortlii vektorel gosterimle temsil

edilmesi ve islemlere katilmas1 gerektigini kesfetmistir.

Kuaterniyonlar, matematikte ve fizikte vektér analiz kavraminin daha
anlasilabilir ve gosterim agisindan daha basit olmasini saglamistir. Kuaterniyonlar,
bilgisayar grafikleri, manyetik alan, robotik, orijinal elektrik, grup teorisi, kontrol
teorisi, isaret isleme, biyoinformatik, fizikte orijinal elektrik, yoriinge mekanigi,
modiiler aritmetik, tutum kontrolii, bilgisayar simiilasyonlar1 gibi bir¢cok alanda

kullanilmaktadir.

Horadam, Kkatsayilar1 Fibonacci sayilari olan Fibonacci kuaterniyonlarini
literatiire kazandirmistir. Horadam'in ¢alismalar1 diger arastirmacilarin da bu konuya
ilgi duymasimi saglamistir [Horadam, 1963]. Bundan sonra bir¢ok matematikei
Fibonacci kuaterniyonlar tizerinde ¢alismis ve diger diziler icin de kuaterniyonlari
tanimlamiglardir. Bu caligmalara 6rnek olarak lyer [lyer, 1969] ve Halic1 [Halici,
2012] tarafindan yapilan ¢aligmalar gosterilebilir. Fibonacci kuaterniyonlarina benzer
sekilde Pell kuaterniyonlari da 2016 yilinda tanimlanmistir [Cimen ve ark., 2016],
[Szynal-Liana ve ark., 2016]. Arslan 2021 yilinda ise Gauss-Pell kuaterniyon dizisini
tanimlamistir [Arslan, 2021].

Bu bilgiler 1s18inda tez ¢alismamizda Oresme sayilarini kompleks sayilara
tastyarak Gauss Oresme sayilarini ve katsayilart Gauss Oresme sayilari olan Gauss
Oresme Kuaterniyonlarini tanimliyoruz. Ardindan Oresme sayilarmin sagladigi
ozellikleri Gauss Oresme sayilar1 ve Gauss Oresme Kuaterniyon Sayilari i¢in elde

ediyoruz. Tezin boliimleri asagida kisaca 6zetlenmistir.

Birinci boliimde bazi say1 dizileri, gauss say1 dizileri ve kuaterniyonlar ile ilgili
tanimlar verilmistir. Tkinci béliimde ise tezde kullanilacak olan tanim ve teoremler
verilmistir. Sonra Ki boliimde ise Gauss Oresme dizisi tanimlanip, tirete¢ fonksiyonu,
Cassini 6zdesligi gibi Ozellikleri verilmistir. Son boliimde ise {iglincli bolimde

tanimlanan Gauss Oresme sayilarint kuaterniyonlarin katsayilar1 olarak kullanarak



Gauss Oresme kuaterniyonlari tanimlanmis ve bazi 6zellikleri verilmistir.



2. TEMEL BILGILER
2.1 Rekiirans Bagintilar:
Tamm 2.1.1

Say1 dizilerinde bir terim, kendisinden bir onceki terimlerden yararlanilarak elde

ediliyorsa yararlandigimiz bu bagintiya dizinin rekiirans bagintis1 denir [Falcon ve

ark., 2007], [Kocer ve ark., 2007].
Tanim 2.1.2.
Vn = k, sabit ¢; (0 < j < k — 1) ve ¢y # 0 katsayilari igin
Ap = Ap-1Ck—1 t An—2Ck—2 t =+ + Ap_g+1C1 + An_kCo

esitligini saglayan (a,) dizisine k. Mertebeden homojen lineer rekiirans dizisi denir.
Bu dizinin ay, ay, ..., ax_, bi¢ciminde olan ilk k terimine (a,) dizisinin baslangi¢

kosullar1 denir [Everest ve ark., 2003].
Tanmm 2.1.3.

Terimleri ay, a,, a,, ... seklinde ifade edilen say1 dizisinin
g(x) = Z anx™ = ay + a;x + azx® + -
n=0

kuvvet serisi agilimina bu dizinin iireteg fonksiyonu denir [Koshy, 2001]. Burada x™

teriminin katsayisi dizinin n. terimidir.
Tamm 2.1.4.
{a,} say1 dizisi i¢in indirgeme bagintisi,
an = C1Qp-1 + C2ap—> (2.1)
seklinde verilsin. Bu durumda,
x2—cix—c, =0

denklemine indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin
birbirinden farkli kokleri de a; ve a, olsun. Bu durumda (2.1) bagmtisinin genel
¢O0zumu;

a, = Aal + Ba}



olur [Everest ve ark., 2003]. Burada A ve B keyfi sabitlerdir.
2.2 Fibonacci, Lucas ve Horadam Say Dizileri

Fibonacci say1 dizisini ilk olarak Leonardo Fibonacci tanimlamistir. On
dokuzuncu yiizyilin baslarindan itibaren Fibonacci sayr dizisi ile ilgili yapilan
arastirmalarin sayisi arttig1 i¢in en meshur say1 dizisi olarak tarihe ge¢mistir. Ayrica
bu say1 dizisine dair Fibonacci Dernegi kurulmus ve “The Fibonacci Quartery” adli

dergide bu konu ile alakali caligmalar 1963 yilindan itibaren yayinlanmaya baglamistir.
Tanmim 2.2.1.
Fo=0,F; =1ven > 1ig¢in,

Fo=Fo1+Fo (2.2)

seklindeki diziye Fibonacci say1 dizisi ve elemanlarina da Fibonacci sayilart denir

[Vajda, 1989], [Koshy, 2001], [Vorobyov, 1976].
(2.2)’ deki esitligin karakteristik denklemi
x2—-x—-1=0

dir. Burada denklemi saglayan kokler

1445

a = >
1-+/5

ﬁ= 2

olmak tizere, bu dizinin genel terimi

E,=A (1 +2\/§) +B (1 _2\@) = Aa™ + BB

olarak tanimlanmistir. A ve B degerleri,
n = 0 i¢in
Fp=A+B=0
n = 1igin
Fi=Aa+Bp =1

dir. Bu denklem sistemi ¢oziimlendiginde



A 1 B 1
=— ve B=—-—
V5 V5
seklinde elde edilir. A ve B degerleri denklemde yazildiginda Binet formiilii olarak
adlandirilan
an — ﬁn
F,=——
n a — B )

n. Fibonacci sayisi elde edilir [Binet, 1843]. Binet formiiliinden hareketle,

F
lim ;*1 —a=1618..

n—-oo n

olarak altin orana yakinsadig1 goriiliir [Cahill ve ark., 2003]. Fibonacci say1 dizisinin

tirete¢ fonksiyonu

( _ X
gr(x) = 1—x—x2
dir [Horadam, 1961].

Giovanni D. Cassini’nin tanimladig1r Cassini 6zdesligini asagidaki teoremde

verelim.
Teorem 2.2.1.
n = 1 igin Fibonacci dizisinin Cassini 6zdesligi;
Frn-1Fpi1 — Fn2 =(-D"
seklindedir [Koshy, 2001].
Cassini 6zdesliginin genel hali Eugene Catalan tarafindan tanimlanmastur.
Teorem 2.2.2.
n = r = 1 i¢in Fibonacci dizisinin Catalan 6zdesligi;
Byt Fpyr — Ff = (F1)"771E?
seklindedir.

Fransiz matematik¢i Edward Lucas [Lucas, 1961], baslangi¢ kosullar1 olarak
Ly =2, L; =1 degerlerini kullanarak Lucas dizisini olusturmustur ve bu dizi oldukca
popiiler hale gelmistir. Lucas dizisinin literatiirde siklikla kullanilmasimin nedeni,

Fibonacci dizisi ile arasinda birgok ilging bagintisinin olmasidir.



Tanim 2.2.2.
Li=1Ly=2ven > 1igin,

Ly=Lp1+Ln (2.3)
seklindeki diziye Lucas dizisi ve elemanlarina da Lucas sayilar1 denir.

{L, }nen dizisinin tireteg fonksiyonu

() = 2—x
L) =T T2

ve Binet formiili
Ly=a"A+p"B
seklindedir.
Teorem 2.2.3.
n = 1igin Lucas dizisinin Cassini 6zdesligi;
Lp-1lpyy — L3 =5(=D""
seklindedir [Koshy, 2001].

Bir¢ok aragtirmacit Fibonacci, Lucas gibi dizilerin gesitli genellemelerini
degerlendirmistir. Bu genellemelerden biri Horadam [Horadam, 1965] tarafindan
ikinci mertebeden rekiirans bagintisi i¢in keyfi baslangic kosullar1 ve keyfi katsayilar

kullanilarak elde edilmistir.
Tanim 2.2.3.
Horadam dizisi {W,,(a, b; p,q)},n = 2 igin ve a; b; p ve q birer tamsay: olmak tizere,
W, = a ve W; = b baslangi¢ kosullari ile

Wy = pWn_1 + qWn_», (2.4)
seklinde tanimlanmigtir [Horadam, 1965].

(2.4) de verilen esitligin karakteristik denklemi x? — px — q = 0 i¢in a ve 8 bu
p+,/r;2+4q VG[)’ _P- 1;2+4q

denklemin kdokleri olarak varsayildiginda a = olur. A =

b — ap ve B = aa — b olmak iizere bu dizinin Binet formiili



Aa™ — Bp"
W= ——p—

bi¢imindedir. Horadam dizisinin tirete¢ fonksiyonu ise

Wo + (W, — pWp)x
1—px — qx?

w0 = ) W =
n=0

dir.

Bu dizide a; b; p ve q nun Ozel degerlerine gore Fibonacci, Lucas,
k —Fibonacci, k —Lucas, Pell, k —Pell, Oresme gibi bir¢ok say1 dizileri elde edilebilir.
Bazi linlii say1 dizilerinin genel bir bi¢imidir [Horadam, 1994], [Y1lmaz ve ark., 2022].

Horadam say1 dizisinin bazi 6zel durumlarin1 Tablo 2.2.1. de listeledik.

SAYI DIZIST (W, (a, b;p,q)} OEIS KOD
Fibonacci E, = {W,(0,1;1,1)} A000045
Lucas L, ={W,(2,1;,1,1)} A000032
Pell P, = {W,(0,1;2,1)} A000129
1 1
Oresme 0, = {Wn (O'E 1, _Z)} A273692

Tablo 2.2.1. Horadam say1 dizisinin birkag 6zel durumu
2.3 Oresme Sayi Dizisi

Oresme dizisi 14. ylizyi1lda Nicole Oresme (1320-1382) tarafindan tanitilmstir.
1974 yilinda Horadam bu sayilar i¢in ¢ok sayida 6zellik elde etmistir [Horadam, 1974].
Oresme sayilarinin bir¢ok ilging 6zelligi ve bilimin bir¢ok alaninda uygulamalari

vardir [Cook, 2004].
Tanim 2.3.1.
Oresme say1 dizisi {0, }, baslangi¢ degerleri O, = 0, 0, = % olmak lizere n > 2 i¢in

asagidaki rekiirans bagimntisi ile tanimlanir [Cook, 2004], [Horadam, 1974], [Aydin,
2022]:



On = Op-1 =75 Ops. (2.5)

Oresme say1 dizisinin baz1 degerlerini Tablo 2.3.1. de listeledik.

n 1] 2 3 4 5 6 7
0, 1| 2 3 4 5 6 7
2 8 16 32 64 128

4
Tablo 2.3.1. Baz1 Oresme Sayilari

(2.5) de verilen esitligin karakteristik denklemi x? — x +% =0icna=p =%

olur. O halde genel terimi bu dizinin,

olarak verilir. Oresme dizisinin iirete¢ fonksiyonu

1

Gon ) = Y Ot = — L
n=0

1 2
1—X+ZX

dir [Aydin, 2022].
Teorem 2.3.1.

n = 1 olmak iizere Oresme dizisi i¢in Cassini 6zdesligi;

1
~>m

On-10n1 — OF =
seklindedir [Horadam, 1974].
Teorem 2.3.2.
n > 1 olmak iizere Oresme dizisi i¢in Catalan 6zdesligi;

mZ

On-mOntm — 01% = _27

seklindedir.
Teorem 2.3.3.
n = 1 olmak iizere Oresme dizisi icin D’Ocagne’s 6zdesligi;

(m —n)
- 2m+n+1

0n0mi1 — 0 Opyq =

10



seklindedir. Ayrica Horadam, Oresme sayilari i¢in bazi oOzellikleri su sekilde
sunmaktadir [Horadam, 1974]:

n
0, = = (Binet Formiili),

on
3 1

Onsz = Z Ont1 — Z On,
3 1

On+3 = 4 On+z — 16 Op.

Oresme sayilart ve bunlarin muhtesem o6zellikleri ile ilgilenen bir¢ok ilging
makale bulunmaktadir. Ornegin; Goy ve Zatorsky, elemanlar1 Oresme sayilar1 olan
Toeplitz-Hessenberg ~ matrislerinin ~ bazi aileleri icin  determinantlari
degerlendirmislerdir [Goy ve ark., 2019]. Ozellikle Toeplitz-Hessenberg belirleyicileri
aracilifiyla Oresme ile Fibonacci ve Pell dizileri arasinda bir baglanti kurmuslardir.
Soykan 2021 yilinda genellestirilmis Oresme sayilarini tanitmis ve bazi 6zelliklerini
vermistir [Soykan, 2021]. Aydin Oresme hibrit Kuaterniyon sayilarini tanitmig ve
ozelliklerini sunmustur [Aydin, 2022].

2.4 Kuaterniyonlar

“Ikiye katlama insas1” olarak bilinen ve hiper kompleks sayilar1 insa etmek icin
kullanilan Cayley-Dickson yontemi 1 boyutlu reel sayilara uygulandiginda 2 boyutlu
kompleks sayilari, kompleks sayilara uygulandiginda 4 boyutlu kuaterniyonlar: elde
etme islemidir. Cayley-Dickson yontemi bu hiper kompleks sayilart olusturmak i¢in

en fazla kullanilan yontemdir [Carmody, 1988].
Tamm 2.4.1.

a, b reel sayilar ve i2 = —1 olmak iizere a + ib seklindeki sayilara karmasik sayilar

denir. Kompleks sayilar z ile ve bu sayilarin olusturdugu kiime de C ile gosterilir.
C={a+iblabe€ R,i?=-1},
dir [Yaglom, 1968].

z = a + ib karmasik sayisinda aya bu saymin reel kismi denir ve Re(z) ile
gosterilir, b ye bu saymin sanal kismi denir ve Im(z) ile gosterilir. Simdi karmasik

sayilarin sagladig1 bazi basit aritmetik islemleri 6zetleyelim.

zy = aq +iby, z, = a, + ib, ve A bir reel say1 olmak lizere

11



e ki kompleks saymin toplamu:

Zl + Zz = (al + az) + l(bl + bz),

e iki kompleks sayinin farki:
21—z, = (a; — ay) + i(by — by),

e iki kompleks sayinin ¢arpimi:

2123 = (@10, — b1by) + i(a1b; + biay),
e Dir reel say1 ile bir kompleks sayinin garpimi:

Az; = Aaq + idby,
e bir kompleks saymin eslenigi:

Z=a-—1ib
e bir kompleks sayinin normu, kendisi ile esleniginin ¢apimi olup
zZ = (a+ib)(a—ib) = a? + b? = |z|? = ||z||
seklindedir.

Yukaridaki tanimi1 saglayan tiim kompleks sayilarin kiimesi C, 2 boyutlu, degismeli,
birlesmeli cebir yapisindadir. Matematigin en O6nemli konularindan biri olan
kuaterniyonlari, karmasik sayilarin dort boyutlu uzaya taginmasi amactyla William R.

Hamilton gelistirmistir (Hamilton, 1843).

Tanim 2.4.2.

Kuaterniyonlar kiimesinin, R kiimesi {izerinde 4 boyutlu bir vektor uzayi oldugu
H =1{q = qo + g1l + q2j + q3k: q0, 41,92, 93 € R}

seklinde gosterilir [Zhang, 1997]. Baska bir deyisle, reel kuaterniyon kiimesini

asagidaki gibi verebiliriz:
3
q= z kmem = koeo + klel + kzez + k3e3

m=0

burada kg, k4, k, ve k5 reel katsayilar ve ey, e, e, Ve e3 kuaterniyon birimleridir. Bu

12



kuaterniyon birimleri

et =1,
epe; = e;ep = e, (i=123)
€1€; = €3 = —€¢€3,
€263 = €1 = —e€3€y,
ese; = e, = —e €3,
ef =e; =e;=-—1

ozelliklerine sahiptir. Kuaterniyon birimlerinin ¢arpimi asagidaki Tablo 2.4.1. ile

verilebilecegi iyi bilinmektedir:

1 e e, e3
1 1 e, e, es
e, e, -1 e -e,
e, e, -e3 -1 e,
e3 e;3 e, -e1 -1

Tablo 2.4.1 Kuaterniyon birimlerinin ¢arpimi

Dikkat edilirse ey; e,; e kuaterniyon birimleri kendi aralarindaki ¢arpimlari degisme

ozelligini saglamaz.
Hatirlatma 2.4.1

1,1, j, k, kuaterniyonlarin baz elemanlar1 olmak iizere bazi kaynaklarda e, eq, e, €3
olarak dikkate alinmaktadir. Dolayisiyla e, = 1,e; = i,e, = j,e3 = k olup bu tez

calismasinda her iki gésterimde kullanilacaktir.
Tanim 2.4.3.

Kuaterniyonlarda g, skaler kisimdir ve S, ile gosterilir. g1 + q,j + g3k vektorel
kisimdir ve V; ile gosterilir. Herhangi p = po + p1i + poj + p3k ve q = qo + q1i +

q,J + qsk iki kuaterniyon olmak tizere
e Kuaterniyonlarda toplama islemi
P+4=Sp+q + Vip+a)

e kuaterniyonlarda vektor carpimi
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P Xq= (P93 —P3q2)i + (0391 — P1q3)j + (P192 — P2q)k,
e iki kuaterniyonun garpimi
Pq= @090 —P191—P292 —D34q3) + (Do q1 + P1 Qo + D293 — P3 q2 )i

+®Poq2 +P290+P3q1 —P193)j + (Poqs +D3G0 + P12 — 4201 )k

seklindedir.
e Skaler ¢carpim
Aq = (Aq0) + (Aq)i + (Aq2)] + (Ag3)k
olarak tanimlanir.
e g'nun eslenigi
q=>5q—Vq

seklinde verilir. Ayrica, kuaterniyon normu

llqll = \/qq = JQS +q% +q% + 4%

olarak ifade edilir. Reel kuaterniyon g'nun tersi

L B
=, %0
T =gl a

dir.

Horadam n. Fibonacci kuaterniyonunu 1963 yilinda yaptigi ¢alismada asagidaki
gibi tanimlamistir [Horadam, 1963].

Tanim 2.4.4.
i, j, k baz elemanlar1 olmak tizere, n. Fibonacci kuaterniyonu
QF, = Fy + Foyql + Fpyoj + Frisk
dir. F,, n. Fibonacci sayisidir.
QF,’in eslenigi
QF, = Fy — Fppql — Fyaj — Fpsk

seklindedir [Halic1, 2012]. Benzer sekilde n. Fibonacci kuaterniyonu QF,’in normu
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|QF,| = Fn2 + Fr%+1 + F1$+2 + Fr%+3

seklindedir. Fibonacci kuaterniyonlar1 Hamilton'dan bu yana bir¢ok yazar tarafindan
incelenmistir. Ornegin lyer 1969 yilinda Fibonacci kuaterniyonlarma [lyer, 1969]

benzer sekilde Lucas kuaterniyonlarini asagidaki gibi tanimlamustir.
Tanim 2.4.5.
i, ], k baz elemanlar1 olmak {izere, n. Lucas kuaterniyonu

QLp = Ly + Lyyql 4 Lpyoj + Luysk

seklinde tanimlanir. Burada L,,n. Lucas sayisidir. n. Lucas kuaterniyonu QL,,’in

eslenigi
Q_Ln = Lp = Lp41l — Lpsoj — Lyysk
seklindedir. Benzer sekilde n. Lucas kuaterniyonu QL,,’in normu
|QLn| = L3 + L3y + Liyp + Liys
seklindedir.

Literatiirde Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlart ve genellemeleri ile ilgili
caligmalar vardir [Akyigit ve ark., 2014], [Akbiyik ve ark., 2022]. Alves 2019 yilinda,

Oresme kuaterniyonlarini 0,,, asagidaki sekilde tanimlamistir [Alves, 2019].
Tanim 2.4.6.
i, J, k baz elemanlar1 olmak tizere, n. Oresme kuaterniyonu

Q0n = Op + Opyqi + Onyaj + Onyzk

seklinde tanimlanir. Burada O,,n. Oresme sayisidir. Oresme kuaterniyonlarinin

rekiirans bagintisin = 1 icin

1
Q0p+1 = Q0, — ZQOn—l

dir. Burada QO = ~i +2j + 2k, Q0; = >+ =i +=j +—k dir. Tablo 2.4.2" de, bazi

Oresme kuaterniyonlarini listeledik.
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n 0 1 2

e, 1 2 3 |1 2 3 4 2 3 4
patgeatges | gtyatgetpes) phgeatpeataes

Tablo 2.4.2. Baz1 Oresme Kuaterniyonlar

2.5 Baz1 Gauss Sayilari

Gauss sayilari, 1832°de C.F. Gauss tarafindan incelenmis, katsayilari tam sayilar
olan karmasik sayilardir [Gauss, 1832]. Gauss Fibonacci sayilarini, Horadam 1963
yilinda yaptig1 caligmasinda tanimlamistir [Horadam, 1963]. Ardindan Jordan [Jordan,
1965] ve Berzsenyi [Berzsenyi, 1977] Gauss Fibonacci sayilari iizerine ¢aligmalar

yapmislardir.
Tanmim 2.5.1.
GF, = ive GF; = 1 baslangi¢ degerleri ile birlikte G F,,, n. Gauss Fibonacci sayisin >
2 i¢in
GF, =GF,_1 + GF,_,

rekiirans bagintist ile tanimlanir. Gauss Fibonacci say1 dizisinin birkag¢ terimini

asagidaki sekilde verebiliriz:

n 0 1 2 3 4 5 6 7
GF, | i 1 1+ 2+1 3+2i 5+3i | 8+5i | 13+8i
Tablo 2.5.1. Baz1 Gauss Fibonacci Sayilari

Gauss Fibonacci dizisinin Binet formiilii ise;

CF 3 am — ’Bn + l-(an—l _ ’Bn—l)
n+1 — a — ﬁ
seklindedir ve @ = 1+2\/§, B = %— dir. Gauss Fibonacci sayist igin

GE, = E, +iF,_4
0zdesligi saglanir [Jordan, 1965]. Burada F,, n. Fibonacci sayisidir.
Teorem 2.5.1.
n = 1 olmak iizere Cassini 6zdesligi

GFy1GFpyq — GFn2 =(-D"2-1)
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seklindedir [Harman, 1981].

Tanim 2.5.2.

n=>2veGLy=2-1i,GL; =1+ 2iigin
GL,=GL,_1+GL,_,

seklinde tanimli say1 dizisine Gauss Lucas say1 dizisi denir.

G L,, dizisinin birkag terimini asagidaki sekilde verebiliriz:

n 0 1 2 3 4 5 6
GL, | 2—1i|1+2i| 3+i |4+3i|7+4i| 11+7i | 18+11i
Tablo 2.5.2. Baz1 Gauss Lucas Sayilari

Gauss Lucas dizisinin Binet formiili ise;
GLpr =a™+ B+ i(a™ 1+ g 1)

_ 148
2

dir. Gauss Lucas sayis1 i¢in
GF, =L, +iL,_4
0zdesligi saglanir. Burada L, n. Lucas sayisidir.
Teorem 2.5.2.
n > 1 i¢in Cassini 6zdesligi
GLp_1GLpyq — GLZ = 5(—1)™1(2 — i)
seklindedir.

Pethe ve Horadam genellestirilmis Gauss Fibonacci (Horadam) dizisini

asagidaki gibi tamimlamiglardir [Pethe ve ark., 1986]:
Tanim 2.5.3.

{GW,} = {GW,,(GW,,GW;;p,q)} genellestirilmis Gauss Horadam dizisi baslangig

kosullart GW, = a, GW; = b olmak iizere ve n = 0 igin,
GWhy2 = pGWhyt +qGW, (2.6)

tekrarlama bagintis1 ile tanimlanan dizidir. Genellestirilmis Gauss Horadam say1

dizisinin iyi bilinen baz1 6zel durumlarini Tablo 2.5.4. de listeledik.
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GAUSS SAYI DIiZiSi GW,(GW,,GW4;p,q)

Gauss Fibonacci GE, = GW,(i,1;1,1)
Gauss Lucas GL, = GW,(2—i,1+2i;1,1)}
Gauss Pell GP, = GW,(i,1;2,1)}

Tablo 2.5.4. Genellestirilmis Gauss Horadam say1 dizisinin birkag 6zel durumu
2.6 Baz1 Gauss Kuaterniyon Sayilar

Elemanlar1 Gauss Fibonacci sayilari olan kuaterniyon dizisi Halic1 ile Cerda-
Morales tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmis olup, bu dizinin elemanlarina Gauss

Fibonacci kuaterniyon sayilari ad1 verilmistir [Halic1 ve ark., 2021].
Tanim 2.6.1.
Gauss Fibonacci kuaterniyon dizisi {GF Q,, },50,

GFQ, =GE, + GF 411 + GFy ) + GF, 13k
dir. Burada

GFQy = (i,1,1+1,2+1), GFQ,=(1,1+1i,2+1i,3+2i)
dir. GE,, n. Gauss Fibonacci sayisi ve i, j, k ise baz elemanlaridir.
Bu say1 dizisinin rekiirans bagintis1 n > 2 igin,
GFQn = GFQn_q + GFQy_;

seklinde tanimlanmustir.

Halic1, Gauss Lucas kuaterniyonlarini 2021 yilinda yaptigi calismada tanimlamis

ve bazi ozelliklerini vermistir [Halic1, 2021].
Tanim 2.6.2.
Gauss Lucas kuaterniyon say1 dizisi {GLQp}n>0,
GLQ, =GL, +GLyqi+GLyypj +GL, 3k
seklinde tanimlanir. Bu dizinin baslangi¢ degerleri

GLQo = (2 —i,14+2i,3+i,4+30), GLO;=(1+2i,3+1i,4+3i,7+40)
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dir. Burada GL,, n. Gauss Lucas sayis1 ve i, j, k ise baz elemanlaridir. Ayn1 zamanda

Gauss Lucas kuaterniyon say1 dizisinin rekiirans bagintist n > 2 igin,

GLQy +GLQy+1 = GLOn4

seklinde tanimlanmustir [Halic1, 2021].

Bu tez ¢alismasindaki {igiincii ve dordiincii boliim 2023 yilinda makale olarak

yayinlanmigtir [Y1lmaz ve Ertag, 2023].
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3. GAUSS ORESME SAYILARI

Tanim 3.1.

Genellestirilmis Gauss Horadam dizisinde (2.6) baslangi¢ kosullari a = —2i,b = %ve
p=14q= —i olarak secilirse Gauss Oresme dizisini elde ederiz. Diger bir ifade ile,

G 0,, ile gosterilen Gauss Oresme dizisi, baglangi¢ kosullar1 GO, = —2i, G0, = % olan

n = 2igin

1
GOy = GOny —7 GOy (3.1)

seklindeki rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Gauss Oresme dizisi i¢in
GO, =0, +i0,_4
0zdesligi saglanir. Burada O,, n. Oresme sayisidir.

Tablo 3.1'te Gauss Oresme sayilarinin bazi degerlerini listeledik.

n 0 1 2 3 4 5 6
Go, | —2i| 1 1+1i 3+ 4i 2+ 3i 5+8i 3+5i
2 8 8 32 8

Tablo 3.1 Baz1 Gauss Oresme sayilari
Teorem 3.1. (Urete¢ Fonksiyonu)

Gauss Oresme sayilari icin iireteg fonksiyon su sekilde verilir:

2
1—x+

0 Y 1 ,
00 = Z(GOn)x" _ 2i + ( + 21) x.
n=0

X2
4

Ispat:
I"Jrete(; Fonksiyonunun tanimindan yararlanarak, sunlar1 elde ederiz:
f(x) =G0y + GOx + GOZxZ + GO3x3 4+ GOX™ + -

—xf(x) = —=G0px — GO;x* — GO,x3 — GO3x* — -+ — GOp_ 1 x™ + -
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RIS
_1 2 1 3 1 4 1 5 1 n
—ZGOOx +Z(;01x +ZGOZx +1603x +---+ZGOn_2x

buradan

1
(1 —x+ sz)f(x) =G0y + (GO, — GOy)x

1
+ (GOZ - GOI + ZGOo> x2

1
+ (603 — GO, + ZGOl) x3

1
+ (GOn — GO,y + ZGon_z)x" + o

ve sonug olarak;

GOy + (GO, — GOy)x

x2
1—X+T

f(x) =

—2i+(%+2i)x
1—x+§ |

boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2. (Binet Formiilii)

n = 0 i¢in
GO, =2""(-A+B(n+1))
burada
A=(4i+1), B =(2i+1).
Ispat:

Gauss Oresme sayilarinin tanimindan Ve iirete¢ fonksiyonundan yararlanarak, sunlari

elde ederiz:

f(x) =GOy + GO1x + GOx% 4+ GO3x3 4 -+ GOpx™ + -
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—xf(x) = —=G0px — GO1x* — GO,x3 — GO3x* — -+ — GOp_1x™ + -

L 25 (x)
4x flx
1 2 1 3 1 4 1 5 1 n
:ZGOOX +ZG01X +ZGOZX +ZGO3x +"'+ZGOn_2x
buradan
1
(1—x+1x2)f(x)=GOO+(601—GOO)x
1
+(GOZ—G01+ZGOO)x2
1
+(GO3_G02+1601>X3
1 n
+(GOn—GOn_1 +ZGOn—2>X + -
ve

GOO + (GOl - GOO)X

x2
1—-X'+'Zf

flx) =

| -2i+ (%+2i)x
5-1)
A B

G0 G

elde ederiz. Burada A = (4i+1) ve B =(2i+1) dir. Asagidaki gibi yeniden

yazilabilir:

—2i+(%+2i)x__(4i+1) Qi+ 1)

N N
= (i —A2‘"xn> + ( Y B2™"(n + 1)x">
n=0 n=0
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o)

= Z(—AZ‘” + B2 (n + 1))x"

n=0

burada

Flx) = Z(—AZ‘” + B2 (n + 1)x™

dir. Yani
GO, = —A2™" + B2™"(n + 1)
=2""(-A+B(n+1))

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ornek 3.1.

n = 4 icin,

GO, =2"*(—A+5B)
=27*(—(1+4) + 51 + 20))

_3i+2
8

olarak bulunur.
Teorem 3.3. (Cassini Ozelligi)
n = 1icin
G0,,,G0, , — GO? = —2-2np2
ozelligi saglanir.
Ispat:
Binet formiiliinden
G0n41G0ny — GOZ = (27771 (=A+ B(n +2))) (27" (=A + Bn))
—(2"(-A+B@m+ 1)))2

=2"2"(A2 —ABn— AB(n+2) + B*(n+ 2)n)
—272(A%2 —2AB(n+ 1) + B*(n + 1)?)
— _Z—ZnBZ
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olarak bulunur. Burada A = (4i + 1) ve B = (2i + 1) dir.
Ornek 3.2.
n = 5 igin,

G04GO, — GO} = —27102
= —2_10(2i + 1)2
3—4i
= o1

olarak bulunur.
Teorem 3.4. (Catalan Ozelligi)
n,r = 0 icin
GO0pirGOp_y — GOZ = —272" B2y 2
ozelligi dogrudur.
Ispat:
Binet formiilii dikkate alinarak;
GOn4rGOn_p — GO
= (27" (-A+B(+7+1)) (27 (-4 +B(n -7 + 1))

~(27"(-a+ B+ 1)))2

=272"(A%2 — 2ABn — 2AB + B*(n®> + 2n —r? + 1))
—272" (A% — 2ABn — 2AB + B?n? + 2B*n + B?)
— _2—271.32.’,.2
elde edilir. Burada A = (4i + 1) ve B = (2i + 1) dir.
Ornek 3.3.
n=4,r=1i¢n

GOsGO; — GOZ = —278(2i + 1)%12
= —278(2i + 1)?
3 — 4

olarak bulunur.
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Teorem 3.5. (D’Ocagne’s Ozelligi)
n,m = 0 tamsayilart ve m > n igin
GOpms1GO, — GO, GOy = =27 1B2(m — 1)
0zelligi dogrudur.
Ispat:
Binet formiili dikkate alinarak;

GO, — G0O,,GO, 1 = 2-™""1(A2 — ABn — AB — ABm — 2AB
+(B*m + 2B%)(n + 1) — 2™ ""1(A2 — ABn — 24B
—ABm — AB + (B*m + B*)(n + 2))

= —2"M""1B2(;m — n)
elde edilir. A = (4i + 1) ve B = (2i + 1) dir.
Ornek 3.4.
n=4,m=1igin

G0,G0, — GO,GOs = 2717*"1B2(1 — 4)
= —27%3(2i +1)?
= 27%(9 — 12i)

olarak bulunur.
Teorem 3.6. (Vajda Ozelligi)
n,i,j = 0i¢in
GOpimGOpir — GOLGOp ymsr = 272" ™ TB2myr
ozelligi dogrudur.
Ispat:
Binet formiilii dikkate alinarak;
GOpymGO,ir — GOLGOpymir = 7™(—=A + Bn+ Bm + B))
x (2™ "(-A+ Bn+ Br+B))

—(2(—A + Bn+ B)(2~"™ T (-4
+ Bn))
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+27""MT(Bm + Br + B)
— 2—2n—i—jBZij

elde edilir. A = (4i + 1) ve B = (2i + 1) dir.
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4. GAUSS ORESME KUATERNIYONLARI

Bu bdliimde, iciincii boliimde tanimladigimiz Gauss Oresme sayilarini
kullanarak Gauss Oresme Kuaterniyonlarini tanimliyoruz ve bazi 6zelliklerini

inceliyoruz.
Tanim 4.1. Gauss Oresme katsayilarina sahip kuaterniyonlar
QGO, = GOpeyg + GOpy11 + GOpyze; + GOpyzes = Q0, + Q0,1

seklinde tanimlanir. Burada GO,,, n. Gauss Oresme sayisidir. Aynit zaman da GO,, =

0,, + i0,_; denklemini de saglar. Burada 0,,, n. Oresme sayisidir.

Gauss Oresme katsayilarina sahip kuaterniyonlarin bazi degerlerini Tablo 4.1.'te

listeledik.

n QGO,
0 2_+el+<1+i) +<3+4i)
' 2 )% g )%

1 1+(1+i) +(3+4i) +<2+3i)

2T\ )& g )¢ g )
2 <i+1>+<3+4i) +<2+3i) +(5+8i)

2 g )& g )27 \T32 )%
3 (3+4i)+(2+3i) +<5+8i) +(3+5i)

8 g )T\ T3 )2\ 732 )%

Tablo 4.1. Baz1 Gauss Oresme Kuaterniyonlari

Ureteg fonksiyonunun, sonsuz bir dizinin bigimsel bir kuvvet serisinin
katsayilar1 olarak kodlanmasinin bir yolu oldugu bilinmektedir. Gauss Oresme

katsayilari ile kuaterniyonlar i¢in iirete¢ fonksiyonunu hesaplayalim.
Teorem 4.1. (Urete¢ Fonksiyonu)

Gauss Oresme kuaterniyonu igin iirete¢ fonksiyonu

96 = ) (@GO¥"
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g (G e+ 5 s+ () + @ - e - (5«
1—x+xT2

seklinde verilir.

Ispat:

Ureteg Fonksiyonunun tanimindan yararlanarak, sunlari elde ederiz:
g(x) = QG0y + QGO.x + QGO,x% + QGO3x3 + -+ + QGOx™ + -+
—xg(x) = —QG0gx — QGO;x? — QGO,x3 — QGO3x* — - — QGO,_,x™

+ .-

1, 1 , 1 , 1 \ 1
7% g(x)=ZQGOOX +ZQ601X +ZQ502X +---+ZQGOn_2x”+---

buradan
1
(1 v . sz) g(x) = QGO, + (QGO, — QGO)x
1
¥ (Qc;o2 —QGO, + ZQ(;oo)x2

1
+ (QGO3 — 0G0, + Z(2601)x3

1
+ (QGOn —0GO,_, + ZQc;on_z>x" T

ve sonug olarak;

_ QGO + (QGO, — QGOy)x

9 1—x+%

[+ 34 () et Cg)al ++ () + Qe - e - (5l
1-—x +xT2

bulunur.
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Teorem 4.2. (Binet Formiilii)
Binet formiilii n = 0 i¢in
QGO, =2""(-A+B(n+1))

dir. Burada

L 1 1+
A= 1+4l+l€1—182—( 2 )83]

ve

1+ 2i 1+2i 1+ 2i
B=1+2i4 (et () e+ () e

seklindedir.
Ispat:

Gauss Oresme kuaterniyon sayilarinin tireteg fonksiyonundan ve tanimindan

yararlanarak, sunlar1 elde ederiz:
g(x) = 0G0y + QGO x + QGO,x% + QGO3x3 + -+ + QGO x™ + ---

—xg(x) = —QGOyx — QG0;x? — QG0x° — QGOsx* — -+ — QG 0y X"
4.
szg(x) = ZQGOOXZ + ZQGle3 +ZQGOZX4 + . +ZQGOn—2xn + o

ve buradan
1
(1 —x+ sz) g(x) = QG0y + (QGO, — QGOy)x
1
+ (Q(;o2 - 0GO, + ZQc;oo)xz

1
+ (QGO3 —QGO, + ZQGol)x3

1
+ (QGOn —QGO,_, + ZQc;on_z)xn + o

bulunur. Sonug olarak;
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QGO, + (0G0, — QGOy)x
gx) = >

X
1x+4

S (G et C5)al (5 + G- @) - ()l

2
1—x+xT
A N B
— " .
(2 1) (7—1)
elde ederiz. Burada
o 1 1+
A= 1+4l+l€1—zez—( 4 )e3]

ve

1+ 2i 1+ 2i 1+2i
B=|:1+21+< 2 )el+( 4 >€2+< 8 >€3]

dir. Asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

245+ () e+ () sl + 2[5 ) + (B e - (B)ee = () e

A B

(=9 (-3
(Z — A2 ) (Z B2~"(n + 1)x™ )

n=0

= z 2‘"(—A + B(n+ 1))xn
n=0

buradan

o)

glx) = Z(—AZ‘“ +B27(n+ 1))x"

n=0
dir. Yani

QGO, = —A2"+ B2 "(n+ 1)
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=2 (—A+B(n+1))

dir.
Ornek 4.1.
n =1 i¢in,
QGO, =27Y(-A+B(1+1))
1 /141 3+ 4i 2+ 3i
:[§+( 2 )el+< 8 )62+( 8 )63]
bulunur.

Teorem 4.3. (Cassini Ozelligi)
n > 0 i¢in
QG0y41QG 0,1 — QGOF = —27%"B?
ozelligi saglanir.
ispat:
Binet formiiliinden
0G0,,,0G0,_, — QGO2 = (2‘”‘1(—A +B(n + 2))) (27*1(—A + Bn))
2
- (2-"(—,4 +B(n+ 1)))
— _2—2nBZ

elde edilir. Burada

o 1 1+
A=[1+4l+lel—zez—(T)e3]

ve

] 1+ 2i 1+ 2i 1+ 2i
B=[1+21+< > )el+( 2 )ez+< 3 >e3]

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Ornek 4.2.

n = 3 i¢in,
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060,060, — QGO2 = —25B?
1+ 2i\°
= _2_6( ) [8+481 +2€2 +e3]2

= —2712(4i — 3)(43 + 68e, + 24e, + 32¢;)

bulunur.
Teorem 4.4. (Catalan Ozelligi)
n,r = 0 icin

QG0,47QG0,_, — QGOF = —272"B?r?
ozelligi dogrudur.
Ispat:
Binet formiili dikkate alinarak;
Q6044+QG0y—y — QGOE = (277 (=A + B(n+7+1))) (27" (-4 + B(n -
r+1)) —(2(-A+B@m+ 1)))2

= 272"(A2 — 2ABn — 24B + B2(n? + 2n — 12 + 1))
—2721(A2 — 2ABn — 2AB + B?n? + 2B%n + B?)

— _2—2nBZT2’

burada

o 1 1+
A= 1+4L+l€1—zez—( 2 )33]

ve

] 1+ 2i 1+ 2i 1+ 2i
B=[1+21+< > )el+( 2 )ez+< 3 >e3]

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Ornek 4.3.
n=2,r =1igin

QG03;QG0, — QGO2

L (142 1+2i 1+2iy 1%,
=-2 [1+21+( )e1+< )ez+( >e3]1

2 4 8
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1+ 2i\°
—27* ( ) [8 + 4e; + 2e, + e3]?

= —2719(4i — 3)(43 + 68e; + 24e, + 32e3)
bulunur.
Teorem 4.5. (D’Ocagne’s Ozelligi)
n,m = 0 tamsayilari ve m > n igin
QG0p11QG0, — QG0R QG0 = =27 " 1B%(m —n)
ozelligi saglanir.
Ispat:
Binet formiilii dikkate alinarak;
QG0nm1+1QG0, — QG0 QG 0,44
= (274 (-4+B(m+2))(27"(-A+B(n + 1))
—(2m(-4a+B(m+ 1)) (27 (-4
+B(n+ 2)))
= —27m""1R2(;m — n)

burada

1 1+i
A= 1+4‘l+l€1_182_( 4 )83]

ve

1+ 2i 1+2i 1+ 2i
B=1+2i4 (S0 et () e+ () e

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.6. (Vajda Ozdesligi)
n,m,r = 0 icin
QGOn1mQGOnyr — QGORQG Oy iy = 272 T B2mr

ozelligi saglanir.
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ispat:
Binet formiilii dikkate alinarak;

QGOn+mQGOn+r - QGOnQG0n+m+r

_ (z—n—m(_A +B(n+m+ 1))) (2‘“‘7(—A +B(n+r+ 1)))

—(2(-A+Bm+ D)) (2T (-A+ Bn+m+

r+ 1)))

= 2-2n-i=j B2}
burada

A= 1+4i+iel—lez—(1+i)e3]

4 4
ve
B = [1+2i+(1+2i)el+(1+2i)e2 +<1+2i>e3]
2 4 8

dir.
Tamm 4.2.

Gauss Oresme katsayilarina sahip kuaterniyonlarin eslenigi, karmasik eslenigi ve

normu sirastyla agagidaki gibi tanimlanir:
QGO, = GOpeg — GOpyi€1 — GOpyye; — GOpyzes
Nogo, = QG0,QG0, = GOZ + GO2,, + GOZ,, + GOZ .
Teorem 4.7:

n > 1 icin, Gauss Oresme katsayilarina sahip kuaterniyonlar asagidaki ozellikleri

saglar.
1
QGOns1 = QG0p — 70600y

0G0, + QGO; = 2GO,
Ispat:

(3.1) denklemini ve Gauss Oresme kuaterniyonunun tanimini kullanarak,
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1
QGO, — ZQGOn—1 = (GOp + GOpyq1e1 + GOpyze; + GOpze3)
1
2 (GOp_1 + GOpey + GOpyie; + GOpype3)

1 1
= (GOn -2 GOn_l) + (GOn+1 —= GOn> e

4
1 1
+ (6012 = GOnnr ) €2+ (60nss =5 GOz ) e
= GO0pt1 + GOpype1 + GOpyzes + GOpyge3

= QG041
bulunur.
Gauss Oresme kuaterniyonunun tanimi ve kuaterniyon eslenigi yardimi ile

QGO, + QGO;, = (GO,, + GO, 1€, + GO, .5 + GO, 5€3)
+(GOeg — GOpyr€1 — GOpyze; — GOpyses)
- 260,

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmis olur.

37






5. SONUC

Bu yazida, Horadam tarafindan [Horadam, 1974] tanimlanan Oresme sayilarini
ele aliyoruz ve Gauss Oresme sayilarini tanittyoruz. Daha sonra Binet formiili, tireteg
fonksiyonu, Cassini 6zdesligi gibi bazi karakteristik 6zelliklerini inceliyoruz. Sonraki
boliimde, Gauss Oresme katsayilari ile kuaterniyonlar1 tanimliyoruz ve onlar i¢in bazi

ozellikler elde ediyoruz. Son olarak, sonuglari bazi 6rneklerle agikliyoruz.
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