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KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilmis kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

Kisaltmalar Aciklamalar

C, n. Lucas Kuaterniyonu

E, n. Pell Sayist

F, n. Fibonacci Sayisi

FH, n. Fibonacci Hibrit Sayis1
GF, n. Gauss Fibonacci Sayisi
GL, n. Gauss Leonardo Sayisi
Gl, n. Gauss Lucas Sayisi

Gjn n. Gauss Jacobsthal Sayis1
Gp, n. Gauss Pell Sayisi

G9Y, n. Gauss Jacobsthal-Lucas Sayis1
Gq, n. Gauss Pell-Lucas Sayis1
JH, n. Jacobsthal Hibrit Sayis1
H, n. Horadam Hibrit Sayis1
HGL, n. Gauss Leonardo Hibrit Sayist
Le, n. Leonardo Sayisi

LH, n. Lucas Hibrit Sayis1

L, n. Lucas Sayisi
Jn n. Jacobsthal Sayisi
Jn n. Jacobsthal-Lucas Sayisi
Pn n. Padovan Sayisi

PH, n. Pell Hibrit Sayist

R, n. Perrin Sayisi

ZH, n. Pell-Lucas Hibrit Sayis1
Z, n. Pell-Lucas Sayisi

Q. n. Fibonacci Kuaterniyon



1. GIRIS

Matematik biliminin kalbi sayilar sistemidir. Ilk ¢aglarda insanlarmn giinliik
ihtiyaclarimi karsilamak i¢in agac¢ gévdelerine ve yasamlarini siirdiirdiikleri magara
duvarlarina gentikler atarak sayilar1 kullandiklar1 bilinmektedir. Bu bilgiden hareketle
insanlik tarihinin basindan itibaren sayilarin kullanildigir anlasilmaktadir. Sayilar;
ticaret sisteminin gelismesi, bor¢ kavraminin ortaya ¢ikmasi ve insanlarin gelismis
tarih hesaplamalar1 yapmak gibi istekleri karsisinda yetersiz kalmistir. Insanlar artan
ihtiyaglar dogrultusunda uzun siire arastirma yapmuslar, c¢esitli doga olaylarin
gozlemlemigler ve bu bilimsel calismalar sonucunda da yeni sayi sistemleri

gelistirmislerdir.

Gelisen ticaret sistemi ve buna bagl olarak ortaya ¢ikan bor¢ kavraminin matematiksel
olarak ifade edilebilmesi ihtiyact ‘negatif sayilar’ in kesfi ile sonuclanmistir. Negatif
sayilarin Cin’ de M.O. 2. Yiizyilda kullanilmaya baslandig1 bilinmektedir. Buna karsin
Avrupa’ da ise negatif sayilar 16. Yiizyilda kullamlmaya baslanmustir. insanlar, 3
elmadan 5 elma cikar mi sorusunun gozle goriilememesi ve somut olmamasi
nedeniyle; negatif sayilari1 uzun yillar sonra kabul edebilmislerdir. Yani say1
sistemlerinin kesfi, kullanilmaya baglanmasi insanlarin ihtiyaglarina ve ¢alismalarina

bagli olarak; cografi bolgelere gore tarihsel degisim gostermektedir.

Ikinci dereceden denklemler iizerinde calisan bircok Matematik Bilimci higbir sayinin

karesinin negatif olamayacag kanisina varmistir. Ornegin x2 + 1= 0 denkleminin

¢oziimiinde x? = —1 ve x =+/—1 elde edilir. Bu sonuca ulasan matematikgiler
¢Oziimiin olmadigina karar verdiler ve bu kan1 uzun yillar boyunca kabul gordii. Karesi
negatif olan sayilar i¢in ‘imaginery’ terimini kullanan Rene Descartes, negatif bir
saymin karekokiinlin ‘sanal’ oldugunu ifade etmistir. Leonhard Euler sanal olarak
nitelendirilen bu sayilar i¢in i = v/—1 kavramlastirmasini kullanmistir. Gauss ise bu
sayilar i¢in ‘kompleks sayilar’ ifadesini kullanmis ve bu kullanim evrensel diizeyde
kabul gormiistiir. Uzun yillar boyunca siiren ¢aligmalarin ardindan Gauss tarafindan

yapilan tanimlama ile gelistirilen kompleks sayilarin tarihsel gegmisi bu sekildedir.

Kompleks sayilardan sonra da say1 sistemi gelismeye devam etmistir. William R.
Hamilton 6nce kompleks sayilar1 (x,y) koordinatlari ile gostermistir, bu gdsterimin

1s1¢inda kompleks sayilarda toplama ve ¢ikarma islemleri yapilmistir.



Gilinlimiizde ii¢ boyutlu uzayda donme hareketleri, uzay kinematigi, mekanik kuramlar
ve kuantum fizigi gibi farkli disiplinlerde kullanilan ‘Kuaterniyonlar’ (Dordeyler),
kompleks sayilar iizerinde calismalar yapan Hamilton tarafindan esiyle birlikte

Brougham kopriisiinde yiiriirken 1843 yilinda bulunmustur.

Gergel sayilar kiimesinin eleman1 olmayan ve karesi 1 olan saymin kiimeye katilmasi
ile olusturulan say1 sistemine ‘hiperbolik sayilar’ denilmistir. Hiperbolik sayilar da
karmagik sayilar gibi a + hb seklinde yazilabilmektedir. Karmasik sayilardan tek farki
‘hiperbolik birim’ denilen saymin h* = 1 olarak tanimlanmasidir. Hiperbolik sayilar

ozellikle fizik alaninda kullanilmaktadir.

Her alanda oldugu gibi bilime sunulan katki ve yeni buluslar matematik alaninda da
siirekli devam etmistir. Karesi negatif olan sayilarin tanimi, kuaterniyonlarin ve
hiperbolik sayilarin kesfi gibi gelismelerden sonra da bilim insanlari karesi sifir olan
ancak kendisi sifirdan farkli olan saymm varligi, tanimi {izerine ¢alismalar
yapmiglardir. William Kingdon Clifford tarafindan 1873 yilinda gelistirilen ‘Dual
Sayilar’ sisteminde, sifirdan farkli fakat karesi sifir olan say1 tanimlanarak bu ¢aligma
da ¢oziime kavusturulmustur. Dual sayilar, klasik vida mekanigi ve kuantum mekanigi

gibi farkli disiplinlerde kullanilmaktadir.

Mustafa Ozdemir’ in 2018 yilinda; Reel sayilar, Gauss tarafindan tanimlanan
kompleks sayilar, Clifford tarafindan kesfedilen dual sayilar ve son olarak hiperbolik
sayilar kiimesini birlestirmesi ile ‘hibrit sayilar’ adi altinda yeni bir say1 sistemi
tanimlanmustir. Ozdemir bu say1 sistemi ile sayilarm cebirsel ve geometrik

Ozelliklerini incelemistir.

Bu kisma kadar say1 sistemlerinin tarihsel gelisiminden kisaca bahsedildi. Bu tezin asil
konusu ‘Hibrit Gauss Leonardo Sayilar1’ dir. Simdide Hibrit Gauss Leonardo Sayilar1’

nin temelini olusturan iinlii matematikc¢i Fibonacci’ nin ¢alismalarindan bahsedecegiz.

Italyan matematik¢i Fibonacci, matematik egitimini Cezayir ve Kuzey Afrika’ da Arap
hocalardan almistir. Buralarda aldig1 dersler sonucu 6grendigi bilgileri (Hint- Arap
Sayilarin1) Avrupa’ ya aktarmistir. Bu durum matematik tarihinde, Fibonacci’ nin
matematigi Araplardan alip Avrupa’ ya tanitan kisi olarak olarak anilmasina neden
olmustur. Ortagag’ 1n en 6nemli matematik eserlerinden biri olarak kabul edilen Liber

Abaci isimli kitab1 Fibonacci yazmistir. Hesaplama ve ondalik sayir sisteminde



aritmetik islem yapma konularini igeren kitapta ayrica Altin Oran ve Fibonacci Dizisi’

ne yer vermistir.

Fibonacci bu eserinde tam say1 ve kesirlerde dort islemin nasil uygulanacagini,
sayilarin okunmasi ile yazilmasinin nasil olacagini anlatmistir. (Koshy 2001; Grigas

2013).

Kitapta yer alan ve Fibonacci Dizisi’ nin kesfi ile sonuglanan tavsan problemi yeni
say1 sistemlerinin en temel noktalarindan biri olmustur. S6z konusu problem su

sekildedir:

Kapal1 ortamda bulunan bir ¢ift tavsan, her ay yeni bir ¢ift tavsan doguracaktir. Yeni
dogan c¢ift bir ay siirede dogurgan hale gelecek ve yeni bir ¢ift tavsan doguracaktir.
Tavsanlarin hi¢ 6lmeyecegi, her dogan c¢iftin bir erkek, bir disiden olusacagi ve her
ciftin 100 aylik siire boyunca dogurganlia devam edecegi varsayimiyla 100 ay
sonunda kag tane tavsan olacaktir? Bu sorunun cevabi 1,1,2,3,5, ... dizilimi olmustur.
Bu dizilime Fibonacci Dizisi adi verilmistir. Dogadaki ¢am kozalag1 ve ay ¢icegi

dizilimleri gibi bir¢ok dizilim Fibonacci Dizisi’ ne 6rnek teskil etmektedir.






2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Rekiirans Bagintisi

Matematikte dizideki herhangi bir terimin, kendisinden Onceki terimlerden
yararlanilarak ifade edilmesi miimkiindiir. Bu sekilde olusan bagintiya ise tekrarlama

(rekiirans) bagintis1 denir.

ag,a4,0a5,as3,...,ay,..Sonsuz bir dizi , k € N sabit ve f: N x Z* — R bir fonksiyon

olsun. ay,a4,a;,as, ..., a,_; baslangic degerleri olmak iizere ve V n = k igin

an = f(N, a1, An—2.0n-3,---,an) (1)
Fonksiyonuna k. mertebeden indirgeme(rekiirans) bagintis1 denir, Dizinin biitlin

elemanlarini (1) denklemi ve ag,a4,a,,as, ..., a;_1 baslangic degerleri ile belirlenir.

(Koshy,2001)

En iyi bilinen rekiirans bagintilarindan biri Fibonacci dizisidir. Ardisik iki terimin
toplami bir sonraki terimi verecek sekilde tanimlanmistir. Simdi Fibonacci ve Lucas
dizilerinin rekiirans bagintisi, Binet formiilii, karakteristik denklemi ve bazi

ozellikleri incelenecektir.
2.2. Fibonacci Dizisi

Fy= 0, F;= 1 baslangi¢ kosullarinda ve her n> 2 i¢in F,= F,,_; + F,_, tekrarlama
bagintisina sahip olan (F,) dizisi, Fibonacci dizisi olarak adlandirilir. Burada

F,sayisina n. Fibonacci sayisi denir. (Koshy 2001)

Fibonacci dizisinin aldig1 baz1 degerler asagidaki Tablo 2.1 ile sunulmustur.

E, |0 1 1 2 3 5 8 13 21

Tablo 2.1. Fibonacci Sayilari
Ardisik iki Fibonacci sayisinin orani literatiirde altin oran olarak bilinmektedir.
Ornegin; Dizi F, icin 3, Fs icin 5 degerini almaktadir. Bu iki degerinin birbirine orani

F5/F, =1,666667 olup altin oran sayisina yakinsamadir.



2.3. Lucas Dizisi

Lo = 2,L; = 1 baslangi¢ kosullarindaki ve n> 2 igin L,= L,_; + L,_, seklindeki
rekiirans bagintis1 Lucas dizisi olarak adlandirilir. Buradaki L,, sayis1 ise n. Lucas
sayist olarak ifade edilmistir. Lucas dizisi 1878 yilinda Francois Edouard Anatole
Lucas tarafindan tanimlanmistir. Bu dizi bilimsel ¢alisma alanlarinda kullanildig: gibi
uygulama alanlarinda da kullanilmaktadir. Lucas dizisi de tipki Fibonacci dizisi gibi

literatiirde altin orani saglayan sayilar arasina dahil edilmektedir.
2.4. Karakteristik Denklemler

a, = €1ay_q + cya,_, rekiirans bagintist olsun. Bu durumda rekiirans bagintisinin

karakteristik denklemi

2 —c¢r-c; =0

bu denklemin kokleri & ve f olmak {izere genel ¢oziimii
a, = ca™+d dir.

Bu denklemde ¢ ve d sabit sayilardir. (Koshy,2001)

. N . , 145
Yukarida Fibonacci dizisinin elemanlarinin oraninin literatiirde altin oran (. 5 )

olarak gectigi belirtilmisti. Bu oran Fibonacci ve Lucas dizisinin karakteristik
denkleminin ¢6ziim kiimesinin elemanidir. Bu diziler rekiirans bagintilarindan dolay1

aym karakteristik denkleme sahiptirler. Bu denklem C(X)=x? — x — 1 bigimindedir.

D .. . 1+v5 1-V5 .
Bu denklemin ¢6ziim kiimesinin elemanlar1 a = — Ve g = — olmak iizere a +

B = 1ve aff = —1 esitlikleri saglanir.
2.5. Binet Formiilleri

Binet formiilleri, Fibonacci sayilaryla ilgili pek c¢ok ozdesligi tiiretmemizi ve
ispatlamamizi saglamistir. Bu formiiller, Fibonacci sayilarinin rekiirans bagmtilarinin
kullanilmasiyla ortaya ¢ikmustir. Ilk olarak De Moivre (1718) tarafindan gelistirilen
formiiller, Jacques- Philippe-Marie Binet (1786-1856) tarafindan ispatlanmistir. Binet
formiillerinin bize sagladig1 kolaylik, Fibonacci dizisinde; her terimi kendinden 6nceki
iki terimin toplami olarak yazarak istedigimiz n. Fibonacci sayisin1 bulmak yerine,

rekiirans bagintisiyla direkt olarak bulmamizdir.



at—pn
a—p

V n €N ig¢in bigimindeki gosterime F,= veL,=a™+ p" E, ve L, dizilerinin

Binet formiili denir.

Ayrica Binet formiilleri kullanilarak Fibonacci ve Lucas dizilerine ait pek g¢ok
Ozdesligin ispat1 yapilabilir. n. Fibonacci ve n. Lucas sayisint elde etmek ig¢in

kullanilan Binet formiilleri su sekildedir:

E,= —“a:ﬁ ve L, = a4+ "

2.6. Urete¢ Fonksiyonu

Bir dizinin elemanlarinin kullanilmasi sonucu elde edilen kuvvet serisine iireteg
fonksiyonu adi verilir. Urete¢ fonksiyonu da tipki Binet formiilii gibi dizinin istenen
belirli elemanini elde etmek i¢in kullanilabilir. Lineer denklem sistemlerinde de
kullanilan iirete¢ fonksiyonlari, 1718 yilinda Abraham De Moivre tarafindan

Fibonacci dizisinin rekiirans bagintilarini ¢ozmek igin gelistirilmistir.

ag,a1,0,,as,...,a, reel sayillar olmak iizere g(X)= ap+a;x + ax?+...+a,x"...
fonksiyonu {a,,} dizisinin iirete¢ fonksiyonu olarak adlandirilir. Ayn1 zamanda iireteg
fonksiyonu aq,a;, a,,as, ..., a, sonlu dizisi igin de g(x)= ap+a;x + a,x+... +a,x"

seklinde ifade edilir.

=14+ x4+ x%+...+x" Udir.

F(X)=Ym=0 @nx™ Ve g(X)=Yn=o bpx™ iki iirete¢ fonksiyonu olmak iizere n=>0 igin;
a, =b,

ise bu tirete¢ fonksiyonlari esittir.

Simdi de Fibonacci ve Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonlarindan bahsedilecektir.

Fibonacci ve Lucas dizileri, baslangi¢c degerleri disinda ayni iirete¢ fonksiyonuna

sahiptir.
Fo+ (Fy — Fo)t
F(t) =
(©) t2—t—1
ve

Lo+ (L — Lo)t
L®) = t2—t—1




Fibonacci ve Lucas sayilarinin;

* Ly q1+Lyy1 =5k

3n42=3F3 1 14+3(=1)"Fp+2

n 3_F
[ L F =
=11 4

o FpgtFua=1Ly

o YitiFiFiy2 = FoniaFonia — 1

o (Fpo1Fni2)? + R Fni1)? = (FryiFayz — FaoiFB)?
o F.+L,=2F,;1

6 ) L G B () I R e

o Y1 P q=Fon

o 2k =Fy1tF

o Yit1Fo =Fonia-l

* Fuym — (D™ Fyopm = FnlLy

R N R R

o Foui’ +E* =Fonig

° ie1Fi = Fpyp — 1

o FLn+FE,L,=2Fnm

® Fn+12 - Fn2 = Fni2

° im1Li=Lpyz—3

* Fpim = FpaF + EnFoia

o [Fon =Fy1Fy+FFoy = LoFy

o Yiilyi=Lopyr—1

* Fpiilny1r — Foly = Fopga

o YiINFFiu =Fnp—1

® Fn2 - 3Fn—12 + Fn—22 =2(-D)™!

* Fuym — (D)™ Fyop = FplLy

o q'F,%+q"viF? + q" 2,2 +.. . +qF, 2 + E? = %
ve daha bir¢ok 6zelligi vardir.

Tezin temelini Leonardo sayilart olusturuyor. Simdi Leonardo sayilarmin rekiirans
bagintisi, iirete¢ fonksiyonu, Binet formiilii, Catalan, Cassini’s, D’Ocagne’s 6zdesligi

incelenir.



2.7. Leonardo Sayilari

Le, n. Leonardo sayisin1 tanimlamak iizere Leonardo sayilarinin rekiirans bagintisi
Le,=Le,_1 + Le,_, + 1, n > 2 baslangi¢c kosullar1 ile Ley = Le; = 1 bu sekilde

verilmigtir.

Leonardo sayilarinin aldigi bazi degerler asagidaki Tablo 2.2 ile sunulmustur.

Leg Leq Le, Les Le, Leg Leg Le, Leg Leg

1 1 3 5 9 15 25 41 67 109

Tablo 2.2. Leonardo Sayilari

Le,-Le, .1 = Le,,_, — Le,, yerine yazilirsa rekiirans bagintisi su sekilde de yazilabilir:

Ley,,1=2Le, —Le,_, n=>2

Leonardo sayilarini, Leonardo sayilari i¢in Binet formiiliinii ve bu sayilarin Fibonacci

dizisi ile olan iliskisini Catarino ve Borges incelemistir.
Leonardo sayilar1 ve Fibonacci dizisi arasindaki iligki su sekilde ifade edilir:
n >0 icin Le, = 2F,;; —1

esitliginin tiimevarimla gosterilebilir. Bu baglamda n = 0 ve n = 1 igin esitlik dogru
oldugu agiktir. Bu ifadenin 1 < k < n i¢in dogru oldugunu kabul edelim ve esitlik

n = k + 1 i¢in de dogru mu bakalim.
Leyii=Le, + Le,_1 + 1=(2F,,; — 1) + 2F, — 1) + 1
=2(Fpp1 + F) —1=2F, -1

dir. Dolayisiyla Fibonacci sayilari ve Leonardo sayilari arasinda yukaridaki gibi bir
esitlik ifade edilebilir. Simdi Fibonacci dizisini kullanilarak Leonardo sayilari igin

Binet formiilii yazilir.
2.8. Binet Formiilii

Le,, n. Leonardo sayist olmak iizere

ottt — Bn+1 a(zan _ 1) _ ﬁ(Zﬁn — 1)
Len—Z(W)—l— "
burada a = s ve B = %g



Birgok matematik¢i Fibonacci dizisi lizerine ¢alisma yapmistir. Bu isimlerden biri olan
ftalyan matematik¢i Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) kendi adiyla anilan
0zdesligi bulmustur. Daha sonra bu 6zdesligin daha genel bicimi Eugene Catalan

(1814-1894) tarafindan tanimlanmuistir.

2.9. Catalan Ozdesligi

n>ricin,r =1,

(Len)? — Ley—rLenyy = Len_r + Lenyr-2Ley — (—1)" 7" (Lep—y + 1)?

Leonardo sayilari i¢in Catalan 6zdesligi bu sekildedir. n > 0 i¢in Le, = 2F,,; — 1

bu esitlikten faydalanilarak ispat yapilabilir.

2.10. Cassini’s Ozdesligi

n > 2 i¢in

(Len)? — Len_q1Lenyq = Len_q — Lep_p+4(=1)™

Yukarida verilen Leonardo dizisinin Catalan 6zdesliginde de r=1 yazilirsa Cassini

Ozdesligi elde edilir. Le, = 1 alinarak Cassini 6zdesligi elde edilir.
(Len)? — Lep_1Lenyq = Ley g + Lepyq-2Ley, — (=1)" 7 (Leg + 1)?
2.11. D’Ocagne’s Ozdesligi

Egerm>n,n=>1

LeyLey,q — Lepiile, = 2(=1)" Y (Lepy_pn1 + 1) + Lepy_q1-Le,_q.

Leonardo sayilari i¢in D’ocagne’s 6zdesligi bu sekildedir. n > 0 icin Le,, = 2F, ;1 —

1 bu esitlikten faydalanarak ispat yapilir.
2.12. Urete¢ Fonksiyonu

Leonardo sayilar i¢in iireteg fonksiyonu su sekilde verilir;

gle(t) = Z Le,t™
n=0

Ve bu fonksiyondan asagidaki 6zdeslik elde edilir.

1—t+t?

Le(t) = ———
gle(®) 1—-2t+1¢3
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yukaridaki 6zdesligi, Leonardo dizisinin baslangi¢ kosulu ve Le, ., =2Le,, — Le,,_»

bagintisi dikkate alindiginda

gle(t) = Leg + Lejt + Le,t? + Z Le,t"

n=3
bu esitlik elde edilir.

Bu kisma kadar Fibonacci, Lucas ve Leonardo say1 dizilerinin rekiirans bagintisindan,
tirete¢ fonksiyonundan, Binet formiillerinden ve Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin
bazi Ozelliklerinden bahsedilmigtir. Simdi diger bazi sayr dizilerinin tanimlar

incelenecektir.
2.13. Bilinen Baz Sayi Dizileri

Pell, Pell-Lucas dizileri Horadam tarafindan 1994 yilinda tanimlanmistir. Ardigik iki

pell sayisinin orani literatiirde glimiis oran olarak bilinmektedir.

n > 2 olmak sartiyla baslangi¢  kosullar;; E, = 0 ve E; = 1 olmak lizere E, =

2E,_, + E,_, Pell dizisidir.

n > 2 olmak sartiyla baslangic kosullari; Z, = 0 ve Z; = 2 olmak tUzere Z, =
2Zy_1 + Z,_, Pell-Lucas dizisidir

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizileri Cerin tarafindan 2007 de tanimlanmustir.
n = 1 olmak sartiyla baslangi¢ kosullari; J, = 0 ve J; = 1 olmak lizere
Jns2 = Jns1 + 2] Jacobsthal dizisidir.

n > 1 olmak sartiyla baslangi¢ kosullari; jo = 2 ve j; = 1 olmak Uzere j, = ju41 +

2j, Jacobsthal-Lucas dizisidir.

Perrin say1 dizisi de Shannon tarafindan 2006 yilinda tanimlanmistir. Perrin

dizisindeki ardigik sayilarin orani literatiirde plastik oran olarak ge¢mektedir.
n > 2 olmak sartiyla baglangi¢ kosullari; Ry = 3 R; = 0 R, = 2 olmak lizere
R, = R,,_, + R,,_3 Perrin say1 dizidir.

Padovan sayilari Richard Padovan admna Stewart tarafindan 1996 yilinda

tanimlanmaistir.

11



Padovan dizisindeki ardigik sayilarin orani da literatiirde plastik oran olarak

gecmektedir.

n > 2 olmak sartiyla baslangic kosullari; py = p; = p, = 1 olmak lizere
DPn = Pn—2 + Pn—3 Padovan sayi dizidir.

2.14. Kuaterniyonlar (Dordeyler)

Kuaterniyonlarin tarihsel gelisiminden giris kisminda bahsedilmisti. Simdi

matematiksel gosterimine ve bazi 6zelliklerine bakilacaktir.

Kuaterniyon x,y,z,te Rve i’ = —1,j* = —1,k* = —1,ij= k= —kijk =i =
—kj, ki = j = —i olmak iizere n = x + yi + zj + tk formunda yazilabilen kompleks

sayilara kuaterniyon denir.
Burada 1, i, j, k katsayilar1 kuaterniyonun tabanidir.
X1, X2, Y1, V2,21, Z2, t1, t; € Rigin

ng=x;+yi+ zyj +tikven, = x, + y,i+ z,j + tok
Iki kuaterniyon olmak iizere kuaterniyonlar da toplama islemi
ny+ Ny = (X + Y11+ zj + t1k) + (x + y,i + z,j + k)
ny+ ny = (x +x2) + (v +y2)i+ (21 + z5)j + (t1 + t5)k bu sekildedir.
Bu iki kuaterniyonun ¢arpma iglemi asagida verilmistir.
NNy = (X1 + Y11+ zqj + t1k). (x + y,i + z,j + k)

ni.n, = (xl.xz — V1.V — Zq1.Z2p — tl'tZ) + i(xl.yz + Vi- Xy + Zl'tZ —
tl'ZZ) + j(xl.ZZ +Z2.X1 + 3’1-t2 - tl'yZ) + k( xl.tz + tl.xz + Vi.-Zp —
Z1.Y32)

X 1 i J k

1 i k
i I -1 k —J
j j —k -1 i
k k j —i -1

Tablo 2.3. Kuaterniyon Carpimi

n = x + yi + zj + tk kuaterniyonun eslenigin = x — yi — zj - tk “dir.
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n = x + yi + zj + tk kuaterniyonunun normu N(n)=| n || bigiminde gosterilir.

N(n):” n ||:\/nﬁ:\/x2 + y2 +z2 4+ t2 eslﬂlgl saglanlr.

Ayrica Kuaterniyonlardaki reel katsayilarin yerine Fibonacci ve Lucas sayilari
yazilarak Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari tanimlamistir. Bu tanimi ilk kez ortaya
¢ikaran iinlii matematik bilimci Horadam‘dir. Daha sonra bir¢ok matematik¢i
tarafindan Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari lizerine ¢esitli genellestirmeler yapilmis

ve Ozellikler elde edilmistir.
Fibonacci sayi1 dizilerinden olusan n. Fibonacci kuaterniyonu ve n. Lucas kuaterniyonu
Qn =F +iFpi1 + jFny2 + kFyys
Cn=Ln + iLlp4q + jLnyz + KL 43
bu sekildedir.
2.15. Hibrit Sayilar

Mustafa Ozdemir tarafindan 2018 senesinde tanimlanan M = {a + &i + c€ +
dh:a,&,c,d eRi?=—-1,E2=0,h? =1,E+i=—hi =ih} M hibrit sayisi
inceleyelim. Burada a Katsayisi reel, i katsayisi kompleks, € katsayisi dual ve h

katsayisi ise hiperbolik birimdir.
1=(1,0,0,0), i = (0,1,0,0), € = (0,0,1,0), h = (0,0,0,1)
Hibrit birimler bu sekildedir.

M = a+ bi+ cE+ dh bu hibrit sayisinin reel say1 kismi a , vektorel kism1 &i +
c€ + dh ‘dir.

Ml =d1 +'&1l+01€+d1h ve MZ =(12 +/6'Zl+028+d2h |k| tane h|br|t

sayisidir.
M, = M, esitligii¢in aq = a, , b1 = b,, ¢; = ¢y, d1 = d, seklinde tanimlanir.
Hibrit sayilarda toplama ve ¢arpma islemi su sekildedir.

Ml =aq + /&1l + 018 + dlh ve MZ =a, + /6'21, + Cz(c.: + dzh iki tane hibrit Sayis1

olmak tizere;
Ml + MZ == (dl + 61,1) + (’6’1+/5’2)l+(01 + Cz)£+(dl + dz)h

MI'MZ = (dl + /6'1l + 018 + dlh) .(azz +’6’2l + Cz(c.: + dzh)
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Asagidaki tabloda hibrit sayilarin ¢arpma iglemi verilmistir. Hibrit sayilar birlesme
Ozelligine sahiptir. Degisme Ozelligine sahip degildir. Degisme o6zelliinin var

olmadigi Tablo 2.4 {lizerinden agikga goriilebilir.

X 1 i € h
1 1 i € h
i i -1 1-h E+i
€ € h+1 0 —£
h h —€ —i € 1

Tablo 2.4. Hibrit Sayilarin Carpimi1

M = a + &i + c€ + dh hibrit sayis1 olmak iizere eslenigi M= a — &i — cE — dh
bu sekildedir.

M hibrit sayisinin karakteri C(M) ile gosterilir ve C(M)=a? + (4 — c)? — d? ile ile
hesaplanir. M hibrit sayisinin normu /|l C(M) |l denir.

I =Vl MM N =/l CM) | =/l a? + (6 — )2 —d? ||

Hibrit sayilarin reel, kompleks, dual ve hiperbolik sayilarin birlesimi oldugunu 2018
yilinda Mustafa Ozdemir’in bu sekilde tanimladig: yukarida bahsedilmisti. Simdi bu
hibrit birimlerinin Oniindeki reel katsayilar yerine kullanilarak elde edilen hibrit

katsay1l1 sayilar1 incelenecektir.
2.16. Horadam Hibrit Sayilar:
A. Szynal-Liana 2018 yilinda Horadam Hibrit sayisini tanimladi.
n. Horadam hibrit sayis1 H,, olsun.
H, = W, +iW,_, + eW,,_, +hW,,_4
W, ‘nin 6zel degerleri i¢in su tanimlar1 elde edilmis:
A. Szynal-Liana; Fibonacci Hibrit sayilarini1 tanimladi.

n. Fibonacci hibrit sayis1 FH,, olsun.
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FH,=F, + iF, 1 + €Fpp + hF, 43
FHy=i+e+2h FH;=1+i+2¢+3h FH,=1+2i+3e+5h
n. Pell hibrit sayis1 PH,0lsun.

PH,=E, +iE, 1 + €Ep 1 + hEp 3
PHy=i+2¢e+5h PH;=1+2i+5e+12h PH, =2+5i+ 12+ 29h
n. Jacobsthal hibrit sayis1 JH,0lsun.

JHy=Jn + in+1 + €nvz + Wnas

JHy=i+e+3h JH;=1+i+3¢+5h JH,=1+3i+5¢+11h
Ayni sekilde n. Lucas hibrit sayisin1 LH,, olsun.

LH,=L, +iLy,41 + €Ly4p + hly,s
n. Pell-Lucas hibrit sayisin1 ZH,, olsun.

ZH,=Zp +iZpq + €2y + hZy s

n. Jacobsthal-Lucas hibrit sayisim1 jH, olsun. Jacobsthal-Lucas hibrit sayisinin

katsayilar1 yerine Jacobsthal-Lucas sayilar1 yazilarak tanimlanir.

an:jn + ijn+1 + gjn+2 + hjn+3

2.17. Gauss Sayilar

i =./(—1) ve a, b € Z olmak iizere z = a + bi seklinde tanimli kompleks sayilara

Gauss sayilar1 ad1 verilmigtir.

Gauss sayilarinda a, b € Z olmak lizere a, b katsayilarinin yerine Fibonacci sayilari
yazildiginda elde edilen sayilar, Gauss Fibonacci sayilar1 olarak tanimlanmistir. Bu

tanim Horadam ve Berzsenyi tarafindan yapilmigstir.

Gauss Fibonacci sayilarinda: n> 0 i¢in GF,, tanimlanmustir.
GE,= F,_1 +iF,_,

Denklemi igin baglangi¢ kosullart GFy = i , GF;=1 dir.

Baz1 Gauss Fibonacci sayilari asagida Tablo 2.5’ te verilmistir.
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GF, GF, GF, GF; GF, GFs

1 1+ [ +2 20 +3 3i+5 51 +8

Tablo 2.5. Gauss Fibonacci Sayilar

Gauss Lucas sayilart: n> 2 i¢in Gl,, tanimlanmustir. Gly = 2 — i ,Gl; = 1 + 2i olmak
tizere Gl,, = [, + i [,,_; rekiirans bagintis1 ile tanimlanir. Baz1 Gauss Lucas sayilari

asagida Tablo 2.6° da verilmistir.

Gl, Gl Gl, Gl, Gl, Gls

1+2i 3+ 4+3i 7+4i 11+7i 18+11i

Tablo 2.6. Gauss Lucas Sayilari

Gauss Pell sayilari: n> 2 i¢in Gp,, tanimlanmistir. Gpy = i ,Gp; = 1 olmak {iizere
Gp,, = p, + ipy_1 rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Bazi Gauss Pell sayilar1 asagidaki

Tablo 2.7° de verilmistir.

Gpo Gp,y Gp, Gps Gpy Gps

1 2+ i 2+ i 5+2i 1245 29+12 i

Tablo 2.7. Gauss Pell Sayilari

Gauss Pell-Lucas sayilari: n> 2 i¢in Gq,, tammlanmistir. Gqo = 2 — 2i ,Gq; = 2 +
2i olmak tizere Gq,, = 2q,_1 + iq,_, rekiirans bagintis1 ile tanimlanir. Baz1 Gauss

Pell-Lucas sayilar1 agagidaki Tablo 2.8” de verilmistir.

Gqo Gaqx Gq, Gqs Gq, Ggs

2—12i 2+ 2i 6 + 2i 1446 i 34+14i 82 +34i

Tablo 2.8. Gauss Pell Lucas Sayilar1

Gauss Jacobsthal sayilari: n> 2 i¢in Gj,, tammmlanmistir. Gj, = é ,Gj1 = 1 olmak iizere

Gjn = jn + ijn—1 rekiirans bagntisi ile tanimlanir. Baz1 Gauss Jacobsthal sayilari

asagidaki Tablo 2.9’ da verilmistir.
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Gjo

Gj1

Gjz

GJjs

GJa

GJjs

1+

3+i

5+3i

11+51

21+11i

Tablo 2.9. Gauss Jacobsthal Sayilar

Gauss Jacobsthal-Lucas sayilari: n> 2 i¢in Gd9,, tammmlanmistir. G, =é G, =1

olmak iizere GY, =9, +i9,,_; rekiirans bagintis1 ile tanimlanir. Bazi Gauss

Jacobsthal-Lucas sayilar1 asagidaki Tablo 2.10° da verilmistir.

G,

G,

G,

G5

G9,

GIs

1+2i

i+5

7 + 5i

17+7 i

31+ 17i

65 + 31i

Tablo 2.10. Gauss Jacobsthal-Lucas Sayilari
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3. GAUSS LEONARDO SAYILARI

Tezimizin ana kismini olusturan Gauss Leonardo sayilarini makalemizde de

goriilecedi iizere asagidaki gibi tanimlayalim.
GL, =Le,+Le,_qi; n>1

Burada, GL,, n'inci Gauss Leonardo sayisini, Le,, ise n'inci Leonardo sayisini belirtir.
Gauss Leonardo sayilarmin rekiirans bagintisinda Leonardo sayilarit rekiirans

bagintisinda yerine yazilirsa esitligin saglandigi goriiliir. Su sekilde yazilabilir:
GL, = Le, + Le,,_4i
=(2Len—1 — Len_3)*(2Ley— — Ley_y)
=2Le,_1 — Ley_3t2Le,_,i — Le,_41
=2(Ley_1 + Lepy_5i) — (Ley_3 + Ley_yl)
2GL,,_q = 2(Ley_q + Le,,_5i0)
GL,,_3 = Le,_3+ Le,_4i
Baska bir deyisle Gauss Leonardo dizisi su sekilde yazilabilir: Rekiirans bagintisi,
n = 3igin
GL, = 2GLe,_1 — GLe,,_3

Baslangic kosullan GLy=1-1i,GL; =1+4+1i,GL, =3 +iveGL; =5+ 3i “dir.

Gauss Leonardo sayilarinin bazi degerleri Tablo 3.1' de verilmistir.

GL, 1-i 1+i 3+i 5+3i 9+5i 15+9i | 25+15i | 41+25i

Tablo 3.1. Gauss Leonardo Sayilari
3.1. Urete¢ Fonksiyonu

Gauss Leonardo sayilari i¢in lirete¢ fonksiyonu su sekilde verilir:

(A=) +(=143D)x+(1-0)x?
o 1-2x+x3

9()=2r=0(GLy)x™
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3.1.1. ispat

Ureteg fonksiyonun tanimindan Gauss Leonardo sayilari i¢in asagidaki esitlikleri

yazabiliriz.

g(X)=GLg + GLyx + GLyx?% + «+- + GL,x™ + -+

2Xg(X)= 2GLgx + 2GLyx? + 2GL,x3+... +2GLy_1x"+. ..
-x3g(x) = —GLox3 — GLyx* — GL,x%+...— GL,_3x™ + -+
Bu iglemleri taraf tarafa toplayalim;

(1-2x+x3)g(X) =GLy + (GL; — 2GL¢)x

+( GL, — 2GL,) x?

+(GL3 — 2GLy + GLg)x3+

+
(GLp — 2GLy_q + GLy_3)x™+...

Parantezlerin iclerinin sifirlandig1 rekiirans bagintisindan dolay agiktir. g(x)‘i yalniz

birakirsak esitligin sag tarafi asagidaki gibidir.

GLy + (GL; — 2GLg)x + ( GL, — 2GL,) x?
1—2x+x3

g(x) =
GLy, GL, ve GL, degerlerini yerine yazilir. Buradan,

11—+ (-1+3D)x+ (1 —i)x?
1—2x+x3

gx) =
ispat tamamlanmis olur.

3.2. Binet Formiilii

n > 0 i¢in Gauss Leonardo sayilar1 i¢in Binet formiilii yazilirsa

an_ﬁn

GLn=T( po—:

) 2pm 4
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T=1+2i+V5veK =-1—-1.

3.2.1. ispat

Binet formiilii iirete¢ fonksiyonu tanimindan yararlanilarak bulunur:
g(X) = GLy + GL1x + GL,x? + «+- + GL,x™ + -+

2Xg(X) = 2GLox + 2GL1x? + 2GLyx3+... +2GLy_ 1 x™+. ..
-x3g(x) = —GLox3 — GLyx* — GL,x5+...— GL,_3x™ + ---
Buradan;

(1‘2X+x3)g(X): GLO + (GLl - ZGLo)x"'( GL2 - ZGLl) xz +(

GLo)x3+.. .+
(GL,, — 2GLy_1 + GL,_3)x"+...

Sonug olarak
GLo + (GL, — 2GLg)x + ( GL, — 2GL,) x2

g(x) = 1—2x+x3

(A=) + (=1+3Dx+ (1 —1i)x?
B 1—2x+ x3

AX+B C

:(l—x—x2)+(1—x)

Buradan A= 2i, B=2, C=(-1-i)

2ix + 2 _ D 4 E
1-x—x2 1—ax 1-—PBx

DA-B) + E(1 — @) = 2ix + 2
Da +EB = 2i +2
—DB — Ea = 2i
D(a—B)+E(B—a)=4i+2
a—pB =5

D+E=2 p_p=2*2
V5
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_1+2i4V5 . V5-1-2i

v5 T 5
_1+45 1-+5
a= > vef = 5
(1+2i+\/§) 1 +(\/§—1—2i) 1 f 1) 1
p— —_— —_— 1 —
V5 (1 —ax) V5 (1 - px) (1-x)
Esitlikte degerler yerlerine konularak yazilirsa;
Q-+ (-1+3Dx+(1-Dx* D N E N C
1-2x+x3 T (l-ax) (1-Bx) (1-x)

=Xnzo Dax™)+(Xn=o EB™Xx™) +(Xn=o Cx™)
= ) (Dam + BB+ O)x"
n=0
Buradan;

9(x) = Xn=o(Da™ + EB™ + C)x™

T ve K gordiigiimiiz yere esitlikte yerine yazilirsa T= 1 + 2i 4+ V/5 ve K=-1-i

GLy, = T(%

Ispat tamamlanmis olur.

) 2pm 4

Gauss Leonardo sayilarinin Binet formiiliinii Fibonacci sayilarini kullanarak da ifade
edebiliriz. Gauss Leonardo sayilarinin rekiirans bagintisinda ki Leonardo sayilarinin

yerine Fibonacci sayilari cinsinden de yazilabilir. GL,, = (2F,;; — 1) + (2F, — 1)i
Ornek 1:

n = 3 i¢in Binet formiiliinde yerine yazilirsa

GL, =T ("‘Z:ﬁg) 28"+ K

—(1 + 2i +V5) ((“‘B)(f_?‘3+32>)+2ﬁ3-1-i

=(1 + 2i +V5) (a? + af + B?) + 2B3-1-i

1+\/_ 2 4 1+V5, ,1-V5

). (5 + (5 ))+2( By

=(1+2i +V5)(( + (
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=24+4i+2V5+4—-2V54 (-1 -1)
=5+3i
3.3. Gauss Leonardo Sayilari i¢cin Cassini Formiilii

n > 0 i¢in asagidaki 6zdeslik saglanir.

GLysGloys — GLoZ = (58 M[(~2 — 1) ()™ ((2a + 21)

5
+8B)" (4= 30) + (2= DVS) +2121((=5 + 50 (=2)" + ((2 + 1)
+iV5)(2a™)]
3.3.1. ispat
Binet formiilii kullanilarak ispat yapilirsa;

GLp_1GLyyq — GL,”

1+v5\" ! (15 T n-1
( 2 12\/5 (1_2\@) ) + 2 <_1 _2\/5) + (-1
(-5

(ﬂ)nﬂ _ (%g)rwl <1 - \/§>n+1
)+ 2

= [(1 + 2i + V5)(

— D][(1 + 2i + V5)(—2 z

(59)-(59

+ (—1-1)]

~[(1+2i++5 (Hf)n_(l%@)n o (Y5
l( ﬂ(F*f)—(%g)) =)

+(-1- i)‘
= (%)8—4(—2 — )41 +V5) (1 + 20) +V5) + (4 — 4V5)"((4 — 3i) + (2

— D)V5) + 212 (=5 + 50)(—2)" + ((2 + i) + iV5) (1 + V5)™)

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Cassini 6zdesliginde Binet formiiliinde de oldugu gibi Leonardo sayilar1 ve Fibonacci
sayilar arasindaki iliski kullanilarak GL,, = (2F,41 — 1) + (2F, — 1)i bu 6zdesligi
kullanarak asagidaki gibi Cassini 6zdesligi elde edilebilir.

GL,_1GLy 1 — GLn2 = B(—-1D)" 1 —4E, + 6F,_)) + (4(—-1)" — 2F,_)i.
3.4. Gauss Leonardo Dizisinin Matris Gosterimi

Bu boliimde Leonardo sayilarinin matris gdsterimini veriyoruz. Leonardo sayilarinin
matris gosterimi Fibonacci sayilarinin toplamlariyla da ifade edilebilir. Simdi

asagidaki matrislere bakalim:

Simdi bir A matrisi tanimlayalim. A matrisinin ilk satir1 goriildiigii gibi Leonardo
dizisinin karakteristik denkleminin katsayilarindan olusmaktadir. B matrisinin

elemanlariile GLy =1—1i,GL, =1+1i,GL, =3+ ‘dir.

2 0 -1 GL,
A=|1 0 0| Ve B= GL1]
01 0 GL,

Ardindan asagidaki denklemin gecgerli oldugunu gérmek kolaydir:

GL;1 [2 0 —11[GL,
GLZ =11 0 0 GLl
GLd lo 1 ollGL,

Tlmevarim yoluyla sunu soyliiyoruz;

GLpy2 2 0 —17"[GL,
GL,y1| =11 0 o0 [GLy

GL, o 1 ol leL,

n = 0 i¢in saglar.

GL, GL,
GL1 :|:GL1]
GL, GL,
n=1igin
5+ 3i 2 0 —11'13+i
3+i|=1[1 0 O 1+
1+ 01 O 1—1i
n=2igin
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GL,y 9 + 5i 4 —1 =21[3+i
GL;|=|[5+3i|=]2 0 -1||1+i
GL, 3+ 1 0 oll1-i
n = 3icin
GLs 15 + 9i 7 —2 —4)[3+i
GLy|=|9+5i|=]4 -1 -=2f|1+i
GLs 5+ 3i 2 0 —-1ll1—i
n = kicin
GLrks2] [2 0 —11%[GL,
GLg+1|=11 0 O GL,
GLy 0 1 ol lGL,
n=k+1icgin

GLies] [2 0 —1)%*1[GL,
01 0

GLgtr GLo

Boylece tiimevarim yoluyla ispat tamamlanmis olur.

Ayrica, asagidaki 6zellik de gegerlidir:

GLynyo 2 0 —11"[GLy+2
GLyn+1|=(1 0 0 GLp+q

GLy, 0 1 O GL,
n = 0igin
GL, GL,
GLl = [GLll
GL, GL,
n =1igin
GLyy 2 0 —17[GLs
GL3 = 1 0 0 GL2
GL,l 0 1 011lGL,
n=2igin
GLe1 14 —1 —2][GLas
GLS = 2 0 —1 GL3
GL, 11 0 0 l1lGL,
n = 3igin
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3.4.1. Teorem

k > 3 icin

A" =

GLg
[GL7

GLg

i = -

-2 —
-1 -

IFln+4 _IFn+2
]Fn+3 _IFn+ 1
]Fn+2 _IFn

411GLs
111GL;

_IFn+2

_IFn+3]
_IFn+1

Buradan F, = Y3 F; ve F, k. Fibonacci sayisidir.

3.4.2. ispat

Fibonacci toplamlarinin 6zelliklerini kullanarak

Fr=YK3FveF, =F;—1

Ardindan tiimevarim yontemini kullanarak dogrulugunu gérebiliriz.

n =1icin
[Fn+4

A" = |Fpys
Friz

Ve

An+1 — AnA —

_[Fn+2

_[Fn+1
_[Fn

Frta
IF‘n+3
IF‘n+2

_[Fn+3
—Fniz
_[Fn+1

_]Fn+2
_IFn+1

_IFn

]=

—Fni1

Fpis —1
Friz —1
Fny—1

—Fpi1+1
—F, +1
- n—1+1

—Fpi3][2 0 -1
—Fpi2[|1 0 0 |=

01 O

_n+2_1
_n+1-|'1
—F, +1

IFn+5
IF‘n+4
IF‘n+3

n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Ispat tamamlanmus olur.

3.4.3. Teorem

3.4.4. ispat
Buradan
Fria

A" = [Fn+3
[Fn+2

_[Fn+2

_[Fn+1
_]Fn

_[Fn+3
_[Fn+2
_[Fn+1

det(A™) = (-D™

]=

Frypz—1
Friz —1
Frny —1

—Fn4 +1
—F, +1
_Fn—l + 1

—Fpy2—1
- n+1‘|'1
—F, +1

Laplace genisletme yontemi ve temel satir islemleri kullanilarak,
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_IFn+3
_IFn+2
_IFn+1

_Fn+4
_]Fn+3
_]Fn+2
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Fpor—1 —F,,+1 —F, +1

Ar =

Daha sonra

Fn “In-2 _Fn—l

det(A™) = FyFy_p — Fn—l2

Fibonacci sayilari igin iyi bilinen Cassini Ozelligi bulunmus olur.

Ornek 2:

n =4igin

A4= 7 —2 —4 IF7

12 —4 —7] [IFS
4 -1 =2 Fy

—Fs -F,1 [F,—1 —Fs+1 —F,+1
—]F5 _]F6] = F6 - 1 —F4, + 1 _FS + 1
_]F4_ _]FS F5 - 1 _F3 + 1 —F4, + 1

Buraya kadar Gauss Leonardo sayilar1 tanimlandi. Rekiirans bagintisini, Binet

formiiliinii, iirete¢ fonksiyonunu, Cassini formiiliinlii, Gauss Leonardo sayilarinin

matris gosterimi aynit zamanda bu gosterimin Fibonacci toplamlarinin 6zelliklerini

kullanilarak verildi. Simdi Hibrit Gauss Leonardo sayilarini verelim.

3.5. Hibrit Gauss Leonardo Sayilari

Bu boliimde tezin basinda da bahsedilmis olan hibrit sayilarimi hatirlatip, daha sonra

Hibrit Gauss Leonardo sayilarinin Rekiirans bagintisini, tirete¢ fonksiyonunu, Binet

formiiliinii verecegiz. Hibrit sayilar1 2018 yilinda Ozdemir tarafindan tanimlanan bir

say1 sistemidir. Hibrit sayilar kompleks, dual, hiperbolik sayr sistemlerinin

birlesiminden olusur.

Hibrit sayilar kiimesi

W={a + bi + ce +dh:a,b,c,d €R,i? = —1,e2 = 0,h? = 1,ih = —hi = ¢ + i}

olarak tanimlanir (Ozdemir 2018).

le a1+bl+61€+d1h

W2 = a2+b2i+C2€+d2h

W, W, iki hibrit say1 olmak tizere bu iki hibrit sayisinin ayri ayri bilesenlerinin ¢arpimi

yukarida da verdigimiz Tablo 2.4 {izerinden kolaylikla goriilebilir.

Hibrit sayilar1 Gauss Leonardo katsayilari ile asagidaki gibi tanimlayalim:

HGL, = GLy, + GLyy1i + GLyy26 + GLyy3h; n >0
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Burada HGL,,n'inci Hibrit Gauss Leonardo sayisinin belirtir. GL, tanimini

kullanarak soyle yazilabilir:
HGL, = GL,, + GLy41i + GLy 126 + GL, 30
=(2GLy—1 — GLy_3)
+(2GL, — GL,_,)i
+(2GLpy1 — GLy1)e
+(2GL, 5 — GL,)h
Ve
HGL,_ 1 = GL,_1 + GL,i + GLy 16 + GLy o0
HGL, , =GL,,_, + GL,_1i + GL,e + GL,,1h

n = 3 icin Hibrit Gauss Leonardo sayilarinin rekiirans bagintis1 su sekilde yeniden

ifade edilebilir:
HGL, = 2HGL,_;—HGL,_5

Gauss Leonardo sayilarimi Hibrit Gauss Leonardo rekiirans bagmtisinda tek tek
degerlerini yerine yazip yukaridaki tablodan hibrit sayilarinin carpimindan

faydalanilarak baslangi¢ kosullarini bulabiliriz. Buna gore n = 0 i¢in

HGLy = GLy + GLyi + GLye + GL3h

HGLy=(1-D)+ A +)i+@B+i)e+(5+3i)h

HGLy =1+ 3i+ 6 + 4h

Ayni sekilde bu islem n = 1,2 i¢in de uygulanip baslangi¢ kosullar1 bulunur.
HGL; =3 +9i + 10¢ + 6hve HGL, = 5 + 15i + 18¢ + 10h.

Bazi HGL,, degerlerini tablo Tablo 3.2’ de gosterelim:
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n HGL,
0 1+ 3i+ 6c+4h

1 34+9i+ 10+ 6h

2 5+ 15i4+ 18+ 10h

3 94 27i+ 30 + 16h

4 15 + 45i + 50¢ + 26h

5 25+ 75i + 82¢ + 42h

6 41+ 123i + 134 + 68h

7 67 + 201i + 218 + 110h
8 109 4+ 327i + 354¢ + 178h

Tablo 3.2. Hibrit Gauss Leonardo Sayilar

Gauss Leonardo Hibrit sayilarimnin iirete¢ fonksiyonunu bulabilmek i¢in diziyi, dizinin
her bir teriminin oldugu bir kuvvet serisi olarak yazmaliyiz. Bu kuvvet serisini
rekiirans bagintisinin  katsayilariyla carparak olusturalim, daha sonra {reteg

fonksiyonunu bulalim.

3.6. Hibrit Gauss Leonardo Sayilarinin Urete¢ Fonksiyonu:

Hibrit Gauss Leonardo sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu su sekildedir:
g(x) = Xy=o(HGLy) x™

_ (1+3i+6e+4h) + (1 +3i — 2e — 2h)x + (—1 — 3i — 2¢ — 2h)x?
N 1—2x+x3

Ispat: Urete¢ fonksiyonunu bulabilmek i¢in Hibrit Gauss Leonardo sayilarindan

olusan kuvvet serisini yazilir;

29



g(x) = HGLy + HGL,x + HGL,x*+... +HGL,x"+...
ve
2xg(x) = 2HGLyx + 2HGL,x? + 2HGLyx3+...+2HGLy,_x™+...
x3g(x) = —HGLyx® — HGLyx* — HGL,x%+... —HGL,x™+...
Buradan;
(1 -2x+x3)g(x) = HGLy + (HGL; — 2HGLy)x
+(HGL, — 2HGL,)x?

+(HGL3 — 2HGL, + HGLy)x3

+(HGL,, — 2HGL,,_y + HGL,_3)x"™+...
Sonug olarak

HGLg + (HGL, — 2HGLg)x + (HGL, — 2HGL,)x?
1—2x+x3

gx) =

_ (1 +3i+6e+4h) + (1+3i—2e—2h)x + (=1~ 3i — 26 — 2h)x?
B 1—2x+ x3

Ispat tamamlanmis olur.
3.7. Hibrit Gauss Leonardo Sayis1 Binet Formiilii
n = 0 icin

X(a"+p") +Y(a" - B")
V5

Burada X=v/5(1 + 3i + 4¢ + 2h) ,Y=3 + 9i + 8¢ + 4h.

HGL, = +(—1—-3i—2¢)
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3.7.1. ispat

HGLy + (HGL, — 2HGLy)x + (HGL, — 2HGL,)x?
1—2x+x3

gx) =

Ureteg fonksiyonunda HGLy, HGL, ve HGL, degerleri yerlerine yazilip basit kesirlere
ayirma yontemi ile A, B ve C degerlerini bulalim.
Ax+B C
(1—x—x2)+(1—x)
_ (1 +3i+6e+4h) + (1+3i—2e—2h)x + (—1—3i — 2e — 2h)x?
1—-2x+x3

Burada A, B, C degerleri bulunup yerine yazildiginda AX+B’ nin paydasinda
2.dereceden denklem oldugu icin tekrar basit kesirlere ayirma yontemini kullanarak E
ve F degerlerini bulalim. Buradan gerekli islemler yapildiginda A=(2 + 6i + 4¢ +
2h),B = (2 + 6i + 8¢ + 4h) ve C=(—1 — 3i — 2¢) ‘nin degeri bu sekildedir.

Ax+B _ E F
(1—x—x2)_(1—ax)+(1—,8x)

Burada hatirlanacagi lizere a = 1+2\/§ vep = %g degerleri bu sekildedir.
(2+6i+4e+2h)x+ (2+6i+8c+4h) E N F
(1—-—x—x2) T (1—ax) (1-pBx)

Burada E ve F’nin degerleri agsagidaki gibi bulunur.

E_(3+9i+8e+4h)+\/§(1+3i+4e+2h)
- V5

ve

F_(1+3i+4e+2h)\/§—(3+9i+8£+4h)
V5

Buradan tekrar yazilirsa;

(1+ 3i + 66 + 4h) + (1 + 3i — 26 — 2R)x + (=1 — 3i — 2& — 2h)x?
1—2x+x3

gx) =

_ (349i + 8¢ +4h) +V5(1 + 3i + 4¢ + 2h)
V5(1 — ax)
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+(1+3i+4s+2h)\/§—(3+9i+8£+4h)+(—1—3i—2£)

V5(1 — Bx) (1-x)
= <; Ea"x") + (; F,B”xn> + (Z;} Cx">
= i(Ea”+Fﬁ” + C)x™
- ()%) am + ()%)ﬁ" +(=1-3i—2¢)
_ Xa™+Ya™ + Xp" —Yp"

+(=1-3i-2¢)

V5
= X @ BT (@ = B 4 (—1—3i— 26)
—\/g(a B™) \/g(a B™) i—2¢

Ispat tamamlanmis olur.

Ornek 3:
n = 2 igin
X(@*+ B*) +Y(a® - p?)
HGL, = +(—1-3i—2¢
2 NG ( )
3X + Y5
= (——)+ (-1-3i—-2¢)

V5

=5+ 15i + 18 + 10h.
3.8. Determinant

Matematikte bir¢ok problemin ¢éziimiinde kullanabildigimiz determinant ilk olarak
Leibnitz tarafindan 1696 yilinda ortaya atilmistir. Bezout, Crammer Langrange,
Laplace determinanti gelistirmislerdir. Cauchy, Jacaobi ve Sylvester tarafindan
yapilan ¢aligsmalarla da determinant glintimiizdeki kullanim seklini almistir. (Bozkurt

ve Tiiren, 2003)
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Sn, n elemanl bir kiilmenin simetrik grubunu ifade etmek tizere; Leibnitz tarafindan
A = (a;j) bir cisim lizerinde tammli nXn tipinde bir kare matrisin determinanti,

asagidaki gibi ifade edilmistir.

n
detA = Z (sgn(o)l_[ ai‘a(i))
i=1

O€Sp
3.9. Permanent

Bir¢ok matematik bilimci tarafindan determinant iizerine uzun yillar boyunca
calismalar yapilmistir. Literatiirde determinant {izerine yapilan ¢aligmalar sirasinda,
Binet ve Cauchy tarafindan 1812 yilinda permanent kavraminin tanitildig

bilinmektedir. (Minc ve Marcus, 1984)

A= [a;;]; nXn tipinde bir kare matrisin permanenti asagidaki gibi tanimlanmaktadir;

0€Sy g€Sy =1

Sn, n elemanlt bir kiimenin simetrik grubunun tiim ¢ permiitasyonlari iizerindedir.
Permanent genelde per(A4) sembolii ile gosterilmektedir. Ayn1 zamanda literatiirde
art1 determinant olarak bilinmektedir. (Yilmaz ve Bozkurt, 2011)
a1 Q12 4g3
A =la;j] =|q21 a2z Q23| matrisi igin
a3y Qazz dzz
perA = aj1.0Qz;3.A33 + Q12023031 + A1302103; + Q13022031 + A12021033

+ a11a230a3;.

Determinant ve permanentin bir¢ok 6zelligi benzerdir. Buna nazaran bazi elementer
islemler altindaki ‘degismezlik’ ve ‘carpimsallik’ 6zelligini determinant saglarken
permanent saglamaz. (Yani bir satirin b kat1 baska satira eklenirse determinant degeri

degismezken, permenant degeri degisir.)

Bir matrisin determinatinin ve permanentinin hesaplanmasinda genellikle ¢ok sayida
islem yapilmasi gerekmektedir. Ozellikle de yiiksek mertebeli matrislerde islem sayisi
cok fazla, ¢6ziim siiresi ise ¢ok uzun olmaktadir. Kare matrislerin determinant ve
permanentlerinin hesaplanmasima yonelik olarak, matris teoride g¢esitli metotlar

gelistirilmistir. Bu metotlardan bir tanesi ‘contraction (biiziisme) metodu’ dur.
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Contraction metodu bu hesaplamalarin yapilmasinda biiyiik kolaylik saglamistir ve
literatiirde 6nemli bir yere sahiptir. Simdi de R. A. Brualdi ve P.M. Gibson (1977)
tarafindan tanimlanan ve bu calismada permanent hesaplamada kullanacagimiz

contraction metodunun tanimini verelim.

Tanim [Brualdi,1977]: A= [a;;], satir vektorleri 74,75,..., %, olacak sekilde m X n
boyutlu bir matris olsun. Bu durumda A matrisinin k. kolonun iki elemani sifirdan
farkli diger elemanlarinin hepsi sifir ise A matrisine k. kolonuna gore contraction
metodu uygulanabilir denir. Kabul edelim ki, A matrisinde a;,; # 0 # a, ; ve i#
Jj olmak iizere k. kolonuna gore contraction metodunu uygulayalim. O halde A4;;.,
olarak adlandiracagimiz (m — 1) X (n — 1) boyutlu matris; A matrisinde i. satira
a1 + a1y vektori yazilmast, j. satir ve k. kolonun silinmesiyle elde edilir. Bu islem
A matrisinde k. kolonuna gore contraction olarak adlandirilir. ay; + 0 # ay jvei #
J olmak kosuluyla; A matrisinde k. satira gore contraction metodu uygulanabiliyorsa
Apij = (AL-T]-: T seklindeki ifade dogru olmaktadir. Eger A matrisi negatif olmayan bir
matris ve B matrisi de A matrisinden contraction metodu ile elde ediliyorsa,

perA = perB
dir.

Yineleme iliskisine sahip olan polinom ve dizilerin hesaplanmak istenilen terimlerini
bu iliskiye bagl kalmadan da hesaplamak amaciyla ¢alismalar yapilmistir. Yapilan bu
caligmalar sonrasinda gelistirilen yoOntemlerden birisi, Hessenberg matrisler
yardimiyla ¢oziime ulasan Hessenberg Matris yontemidir. Bu yontem kullanilarak
determinant ya da permanent hesabi yapilirken, ilk olarak hesaplanmak istenilen terimi
elde edecek sekilde boyutu genisleyen bir Hessenberg matris tanimlanmaktadir.
Tanimlanan bu Hessenberg matrisin determinantinin veya permanentinin, aradigimiz
polinom veya dizinin hesaplanmak istenilen terimine esit oldugu gosterilir. Bu yontem
ilk olarak 1964’ te Minc tarafindan kullanilmistir. Minc (1964) nxn (0,1)-matris F(n;
K) yi, "kS n +1ve i—1<j<i+k—1 sartim saglayan (i, j) pozisyonundaki
elemanlar 1’ e diger elemanlar ise 0’ a esittir" seklinde bir Hessenberg matris

tanimlamis ve
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per(F(n; k)) = fin+k-1
oldugunu gostermistir.
Tamm: A= [a; ;] n —kare matris olmak iizere i > j+ lisea;; =0
all alz CRENY LR aln
/ az1 Gz Q23 : \
A= Az ™ o

ap-1n-1 an—l,n/
0 Ann-1 Ann

Formundaki matris iist Hessenberg matris olarak, tist Hessenberg matrisin transpozesi

formundaki matris ise alt Hessenberg matris olarak adlandirilir. [Horn,1985]

Tamim: A= [a; ;] n —kare matris olsun, bu durumda hem alt hem de {ist Hessenberg
matris, tridiagonal matris olarak isimlendirilir. Yani [i — j| > 1 ise a;; = 0 diger bir

ifadeyle

/a11 a,, 0 0
a1 Az Az 0
i 0 Az Q33 Q3 0

0
0 an—l,n—z an—l,n—l an—l,n
0 0 an,n—l Apn

(@]
NN

yukarida goriildiigii gibidir

Matematik, istatistik alanlar1 ve diger bir¢cok farkli disiplinde karsimiza c¢ikan
Tridiagonal matrisler, literatiirde ‘Contiunant Matris’ ve ‘Jacobi Matris’ isimleri ile de
karsimiza ¢ikmaktadir. Istatistik alaninda kullanilan tridiagonal matrislerden birisi
Esdegiskenlik (kovarvans) matrisidir. Bu matris tahminleme metodlarindaki

araclardan birisidir.

3.10. Bir Tipteki Hessenberg Matrislerinin Permanentleri ve Leonardo ve Gauss

Leonardo Sayilari

Bu boéliimde, bir tiir Hessenberg matris ailesi tanimliyoruz ve contraction(biiziisme)
yontemini kullanarak hesapliyoruz. Ayrica, contraction yontemini kullanarak

hesaplamak i¢in Maple 13 kaynak kodu olusturduk.
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P.=[p;j] ile bir nXxn tipinde bir Hessenberg matris olsun. p;; = p;; = P13 =

1L, omm =2, Pmm-1=—Lvepii, =—licinm=23,...,nvet=23,...,n—
2.Acikca
1 1 1 07
-1 2 0 -1
-1 2 0 :
P =
" -1 2 o =1
... 0
0 -1 2

Sonra asagidaki teoremimiz var.
3.10.1. Teorem
P,’deki gibi bir matris olsun. Sonra
Py =Ley
3.10.2. ispat

P, matrisinin tanimindan, bu ilk siitunda daraltilabilir. P,’e ilk kez contraction

metodunu uygularsak Pn(l)ile gosterelim. Yani,

P =

Ve bu isleme n — 3 adima kadar devam edersek 2 < k < n — 3 elde ederiz;

P =

Ve n — 2’ inci adim asagida verilmistir.

O zaman elimizde

_Lek
-1

L0

-Lek
-1

L0

p

Lek—,
2
-1

Ley—
2
-1

Len—,

—Leyx_4
0
2
-1

—Ley—_4
0
2
-1

-1

Len_4
2

01

perP, = perP""® = 2Le, _, — Lep_, = Lep_;
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K, =[k;;] ile bir n X n tipinde bir Hessenberg matris olsun. kq; = ki, = kq3 =
Lknm=2knn=2+0Lkpm=-1,vekei, =—11Icinm=234..,n—

lvet=234...,n— 2. Agikga

1 1 1 0
-1 2 0 -1
-1 2 0
K, =
" -1 2 -1
. 0
0 -1 24
O halde asagidaki teoremimiz var.
3.10.3. Teorem
K, yukaridaki gibi bir matris olsun. Sonra
perK,=GL,_4

K, matrisi 1.siitunda contraction metodu uygulanarak ve asagidaki adimlar izlenerek

onceki teoremde 1 < r < n — 3 i¢in asagidaki matrisi elde ederiz;

_Lek Lek_z —Lek_l e ¢ 0 7
-1 2 0 -1
" -1 2 -1
., 0
L0 -1 2+

Ve n — 2 ‘inci adim asagida verilmistir.

(n-2) _ [Len—2 Lep_4
K -
= o

O zaman asagidaki esitligi elde ederiz.
— (n-2) _ ; -
perK, = perK, =2 +1i)Lle,_, —Ley_4=GLy_4.

Asagidaki Maple 13 kaynak kodu ile matrisi elde etmek miimkiindiir. Contraction

metodu adimlar1 bu sekilde elde edilir.
restart:

with(LinearAlgebra):

permanent := proc(n)

local i, j, Kk, c, C;
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c:= (i,j) — piecewise(i=1landj=1i=1andj=2,1,i=1
andj=3,1,i=j,2,i=j—2,-1,
i=j+1,-10);

C := Matrix(n, n, ¢):
forkfromOton—3do

print(k, C):

forjfrom2ton—kdo

C[1,j] = C[2,1]C[1,j] + C[1,1]C[2,]]:
od:

print(k, eval(C)):

end proc : with(LinearAlgebra):

permanent(n);
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4. SONUC

Bu tezde, Gauss Leonardo sayilarini, Binet formiiliinii, lirete¢ fonksiyonunu, Cassini
0zdesligini ve bazi matrisleri veriyoruz. Daha sonra Hibrit Gauss Leonardo’ yu
tanimliyoruz ve sayilar igin bazi 6zellikler elde ediyoruz. Ek olarak n X n tipinde
Leonardo ve Gauss Leonardo olan Hessenberg matris sayilarini ve son olarak da

hesaplamayi dogrulamak igin bir Maple 13 kaynak kodu veriyoruz.
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