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OZET

Perrin dizileri iizerine yapilan bu calismada, birinci bdliimde rekiirans bagintilara iliskin temel
tanimlar ve teoremlere yer verilmistir. Ayrica Perrin sayilarina ait rekiirans bagitisi tanimlanmig ve bu
sayilarin matris gosterimleri sunulmustur. Bu boliimde ayrica kuaterniyon ve Perrin kuaterniyon
kavramlar1 tanitilmis, son olarak grafik teorisine dair bazi temel tanimlar verilmistir. ikinci boliimde,
Perrin sayilarina dayali olarak kodlama yontemleri gelistirilmistir. Multiplicative Perrin dizilerinin
pozitif ve negatif indeksli halleri tanimlanmis ve bu dizilerin gesitli 6zellikleri ele alinmistir. Bu sayilarin
kullanimiyla kodlama islemleri gerceklestirilmistir. Ayrica graflarin matris gosterimleri incelenerek,
Perrin sayilar1 kullanilarak sifreleme yontemleri uygulanmistir. Ozetle, bu ¢alismada Perrin dizileri ile
kodlama teorisine iligkin yontemler sunulmus ve bu yontemlere dair uygulama ornekleri verilmistir.
Calismanin amaci, Perrin dizilerinin matematiksel 6zelliklerini incelemek ve bu dizilerin kodlama
teorisindeki potansiyel kullanim alanlarini ortaya koymaktir.

Anahtar Kelimeler: Kodlama teorisi, Perrin sayilari, Multplicative Perrin
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Application of Perrin Number in Coding Theory
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ABSTRACT

In this study on Perrin sequences, the first chapter includes fundamental definitions and theorems related
to recurrence relations. Additionally, a recurrence relation for Perrin numbers is defined, and their matrix
representations are presented. This chapter also introduces the concepts of quaternions and Perrin
quaternions, and finally, some basic definitions from graph theory are provided. In the second chapter,
coding methods based on Perrin numbers are developed. The positive and negative indexed forms of
multiplicative Perrin sequences are defined, and various properties of these sequences are discussed.
Coding processes are carried out using these numbers. Furthermore, by examining the matrix
representations of graphs, encryption methods based on Perrin numbers are applied. In summary, this
study presents methods related to coding theory using Perrin sequences and provides application
examples of these methods. The aim of the study is to examine the mathematical properties of Perrin
sequences and to reveal their potential applications in coding theory.

Keywords: Coding theory, Perrin numbers, Multiplicative Perrin
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1. GIRIS

Sayilar ve say1 sistemleri, yalnizca matematiksel diisiincenin temel yapi taslar1 degil, aynm
zamanda fizik, miihendislik, bilgisayar bilimi, ekonomi ve astronomi gibi bir¢ok disiplinde
hayati oneme sahiptir. Insanlik tarihinin erken dénemlerinden beri sayilar farkli kiiltiirler
tarafindan cesitli sekillerde temsil edilmistir. MO 3000 civarinda Misirhilar sayilar1 hiyeroglif
yazi sistemiyle ifade etmeye basladilar. Bu ilk sistem, bir kavrami veya nesneyi temsil etmek
icin kulland1 ve sonunda modern sayi1 sistemlerinin yolunu agti. Mezopotamya'daki Stimerler
ve Babilliler, giiniimiizde zaman ve ag1 6l¢iimii gibi birgok alanda kullanilan 60 tabanli say1
sistemini gelistirdiler. Yunanlilar, sayilarla ilgili hesaplamalarini harflerle yaparak matematiksel
diisiinceyi geometri {iizerine kurdular. Roma Imparatorlugu'nda sayilarin temsili Roma
rakamlariyla sekillendirildi. Cin'de sayilar1 ifade etmek i¢in dikey ve yatay ¢ubuklar kullanilds;
bu sistem sayilar1 gorsel olarak diizenlemeye dayali bir sistemdi. Ote yandan Hindistan, sifir
kavramini gelistiren ve ondalik sistemin temellerini atan bir medeniyet olarak matematigin
evriminde kritik bir rol oynamistir. Hindistan'dan sonra sayilar ve aralarindaki iligkiler {izerine
yapilan ¢alismalar say1 teorisinin ve modern matematigin temellerini atmistir. Her biri kendi
doneminde sayilarin islevini ve temsilini farkli sekillerde yorumlamstir, ancak tiim bu katkilar
bir araya gelerek gilinlimiiziin matematik ve bilim diinyasini1 sekillendirmede 6nemli bir rol

oynamustir. [ (Anonim), (Dantzig, 1930)]

Matematiksel yapilar modern bilim ve miihendislikte 6nemli uygulamalar bulmus ve
ozellikle say1 teorisi ve dizileri lizerine yapilan ¢aligmalar bir¢ok disiplinde temel yap1 taslar
haline gelmistir. Bu baglamda 6zel say1 dizileri, say1 sistemleri ve bunlarin genellemeleri teorik
arastirmalarin yami sira pratik uygulamalarda da biiylik 6nem tasimaktadir. Belirli bir
tekrarlama iligkisine sahip say1 dizilerinin tanimi1 matematiksel modeller ve algoritmalara 151k
tutmaktadir. ikinci dereceden tekrarlama dizileri gibi temel yapilar bilgisayar bilimi ve kodlama
teorisi gibi alanlarda hata diizeltme, giivenlik ve veri iletimi gibi alanlarda 6nemli rol

oynamaktadir.

Matematikte 6zel bir yere sahip olan bazi sayilar, dogada, sanatta ve bilimde 6nemli
uygulama alanlar1 bulmugstur. Altin oran (1.61803...) ve plastik oran (1.32471...) gibi sayilar, bu
tiir matematiksel yapilar arasinda 6ne ¢ikmaktadir [ (Sloane N. J.)]. Altin oran, antik ¢aglardan
glinlimiize kadar matematikgilerin, fizikcilerin, filozoflarin, sanatc¢ilarin ve miizisyenlerin
ilgisini ¢ekmis; estetik ve simetri anlayisinin temel taslarindan biri olmustur. Plastik oran ise,

altin orana benzer sekilde, mimari ve matematiksel yapilarda belirgin bir yer edinmistir. Plastik



oran, x> —x—1=0 denkleminin tek reel kokii olup, matematiksel diizenin O6nemli
orneklerinden biridir.[ (Sloane N. J.)] Bu denklem, dikkat ¢ekici bir sekilde, rekiirans
iligkileriyle tanimlanan Padovan ve Perrin say1 dizilerinin de karakteristik denklemi olarak
karsimiza ¢ikmaktadir. Rekiirans dizileri, ardisik terimlerin belirli kurallara gére olusturuldugu
diziler olup, bir¢ok bilimsel ve miihendislik uygulamasinda kullanilmaktadir. Perrin sayilari,
ozellikle iiclii rekiirans iligkisiyle tanimlanan ve belirli asal sayilarla olan iliskisi nedeniyle

matematiksel olarak biiyiik ilgi ¢eken bir dizidir. Perrin sayilari,
Ry =Rn—2 + Rp-3

rekiirans bagintisiyla tanimlanir ve baslangi¢ kosullart Ry = 3,R; = 0, R, = 2 olarak
verilir [ (Yilmaz N. , 2015)]. Perrin dizisi, 6zellikle asal sayilar, grafik teorisi ve kombinatoryal
yapilarla ilgili olarak biiyiileyici matematiksel 6zellikler sergiler. Benzersiz tekrarlama formiilii,
Onemsiz olmayan cebirsel 6zelliklere sahip dizilerin hata diizeltme ve kriptografik yontemleri

gelistirebildigi kodlama teorisindeki uygulamalar i¢in onu bir aday yapar.

Kodlama teorisi alani, glivenilir veri iletimi ve hata diizeltme saglamak i¢in biiyiik bir
oneme sahiptir. Hamming ve Reed-Solomon gibi geleneksel kodlar yaygin olarak kullanilmakla
birlikte, verimli ve yenilik¢i kodlama ydntemlerine olan ihtiyag devam etmektedir. Kodlama
yontemlerinin tasarlanmasi, genellikle cebirsel yapilar, say1 dizileri ve modiiler aritmetik
tizerine kuruludur. Fibonacci dizisine benzerligiyle dikkat ¢eken Perrin sayilari, kodlama
teorisinde yenilik¢i uygulamalarin kesfedilmesine olanak saglayan potansiyel bir ara¢ olarak

One ¢ikmaktadr.

Kodlama teorisi, bilgiyi belirli sembollerle ifade ederek, verilerin hatalara kars1 dayanikli
bir sekilde saklanmasini ve iletilmesini saglayan matematiksel bir disiplindir. Bu alan, 6zellikle
giiriiltiilii iletisim kanallarinda hata tespit ve diizeltme teknikleri gelistirmeye odaklanir.
Kodlama teorisinin temelleri, Claude Shannon’in 1948 yilinda yayimladig: "A Mathematical
Theory of Communication" adli calismasiyla atilmistir. Shannon, bir iletisim kanalinda hatasiz
veri iletimi saglamak i¢in kanal kapasitesi kavramini tanimlamis ve uygun kodlama
yontemlerinin 6nemini vurgulamistir (Shannon, 1948). Bu ¢alisma, bilgi kuraminin da temel

taslarindan biri olarak kabul edilir.

Kodlama teorisi, giiniimiiz teknolojisinin pek cok alaninda kritik bir rol oynamaktadir.
Ornegin, dijital haberlesmede verilerin dogru bir sekilde iletilmesini saglayan hata diizeltme
kodlar1, kodlama teorisinin en dnemli uygulamalarindan biridir. Bu kodlar, iletim sirasinda

olusabilecek hatalar1 otomatik olarak algilayip diizelterek verinin dogrulugunu garanti eder.



Ornegin, Reed-Solomon kodlari, CD ve DVD’lerdeki veri biitiinliigiinii saglamak igin yaygin
olarak kullanilmaktadir. Ayrica, uzay iletisiminde, diisiik gii¢lii sinyallerle uzak mesafelere veri
gondermek icin de hata diizeltme teknikleri biiyiik 6nem tasir. NASA’nin Voyager 1 ve 2 uzay
araglarinda kullanilan Turbo kodlar, derin uzaydan gelen verilerin dogru bir sekilde Diinya’ya

iletilmesini miimkiin kilmastir.

Kodlama teorisi ile kriptografi arasinda onemli bir fark bulunmaktadir. Kodlama
teorisinin temel amaci, verinin hatasiz bir sekilde iletilmesini saglarken, kriptografi verinin
gizliligini ve giivenligini korumay:1 hedefler. Ornegin, blok sifreleme ydntemleri ve agik
anahtarli sifreleme sistemleri (RSA, ElGamal, ECC) kriptografinin temel uygulamalari
arasindadir. Kodlama teorisi ise, 6rnegin QR kodlarinda veya mobil iletisim sistemlerinde
kullanilan ileri diizey hata diizeltme kodlar1 gibi, daha ¢ok verinin giivenilir iletimi ile ilgilenir.
Kriptografi ve kodlama teorisi her ne kadar benzer matematiksel kavramlara dayansa da,

hedefleri ve uygulama alanlar1 farklidur.

Kodlama teorisinin tarihsel gelisimi, matematiksel fikirlerin pratik miihendislik
sorunlarina ¢oziim getirdigi bir siirectir. Richard W. Hamming, 1950’lerde gelistirdigi
Hamming kodlar1 ile hata tespit ve diizeltme alaninda biiylik bir adim atmistir. Hamming
kodlar1, giiniimiizde bilgisayar hafizalarinda veri giivenligi saglamak amaciyla yaygin bir
sekilde kullanilmaktadir. 1970’lerde ise, convolutional kodlar ve daha sonra gelistirilen LDPC

(Low-Density Parity-Check) kodlari, modern kablosuz iletisimde devrim yaratmaistir.

Kodlama teorisi, yalnizca haberlesme sistemlerinde degil, ayn1 zamanda veri saklama
teknolojilerinde de dnemli bir yere sahiptir. Ornegin, RAID (Redundant Array of Independent
Disks) sistemleri, hata toleransini artirarak biiyiik veri merkezlerinde veri giivenligini saglamak
icin kodlama tekniklerinden yararlanir. Bunun yam sira, veri sikistirma algoritmalar1 da
kodlama teorisi ile dogrudan iligkilidir. MP3, JPEG ve MPEG gibi formatlar, verinin daha az
yer kaplamasini saglamak amaciyla kayipli ve kayipsiz sikistirma yontemleri kullanir. Bu

sayede, bliyiik boyutlu dosyalar, daha az bant genisligi kullanilarak iletilebilir.

Kodlama teorisinin bir diger dnemli matematiksel yonii, say1 dizileri ve kombinatorik
yapilarla olan iliskisidir. Ornegin, Perrin sayilar1 kodlama teorisinde cesitli uygulamalar i¢in
kullanilabilir. Perrin sayilari, seklinde tanimlanan bir rekiirsif dizidir ve belirli kaliplarin analizi
icin giiclii bir ara¢ olarak goriilebilir. Ozellikle hata diizeltme kodlarinin tasarrminda ve

dogrulama siireglerinde Perrin dizisinin sundugu kombinatorik 6zelliklerden yararlanilabilir.



Ayrica, baz1 6zel kodlama tekniklerinde bu say1 dizisinin modiiler aritmetikteki 6zellikleri

kullanilarak giivenli anahtar {iretimi gibi uygulamalar gerceklestirilebilir.

Perrin sayilari, ayrica gilivenli veri iletimi ile ilgili ¢esitli kriptografik protokollerde de
aragtirtlmaktadir. Saymin asal olup olmadigini belirlemede kullanilan Perrin testi, 6zellikle
biiyiik asal sayilarin belirlenmesi agisindan 6nemlidir. Kriptografi ve kodlama teorisi arasindaki
bu tiir kesisimler, matematigin teorik ve uygulamali alanlari birbirine baglayan yenilik¢i

¢Oziimler sunmaktadir.

Kodlama teorisi, haberlesme, veri giivenligi, sikistirma ve hata diizeltme gibi birgok
alanda kritik bir rol oynamaktadir. Modern dijital sistemlerin giivenilir ¢alismasint saglamak
icin matematiksel yapilarin miihendislik uygulamalariyla birlestigi bu alan, teknolojinin
gelismesiyle birlikte daha da 6nem kazanmaktadir. Perrin sayilar1 gibi 6zel matematiksel
yapilar, kodlama teorisinin daha gii¢lii ve verimli sistemler gelistirmesine katkida bulunarak,

gelecekteki arastirmalara yon vermektedir.

Her harfi sayisal bir degere doniistiiren Affine sifreleme, belirli matematiksel islemlerle
sifreleyen ve tekrar bir harfe doniistiiren bir tlir ikame sifrelemesidir. Bir harfi bagka bir harfe

doniistiirerek yeni bir metin elde edilir. Sifreleme islemi asagidaki formiille yapilir:
Y = (mQ + b) modn

Burada, n alfabedeki harf sayisi, m carpan degeri, b miktarin1 ifade eder. Yukaridaki
denklemdeki ¢carpan m, n'ye gore nispeten asal olmalidir, aksi takdirde sifre ¢ozme imkansizdir.

[ (Mezaal & Abdulkareem, 2017)]
Cozme islemi icin su formiil kullanilir:

Q =m (Y — b) modn

1

burada m™", asagidaki denklemi saglayan bir modiil n'nin modiiler carpimsal tersidir:

1

1 =mm™ modn

(Mezaal & Abdulkareem, 2017)

Bir graf, G = (V,E) gibi gosterilen ve E € [V]? kosulunu saglayan bir diigiim ve kenar
kiimesi ciftidir olarak tanimlanir. Graf tabanli sifreleme yontemleri, veriyi yonlendirilmis veya
agirlikli graf yapilan iizerinden giivenli bir sekilde doniistiirmeye dayanir. Bu yontemlerde

diigimler genellikle anahtar bilesenleri temsil ederken, kenarlar sifreleme adimlarini belirler.



Bu alanda ¢alisma yapan (Domada, Ashok, Kumar, & Chaya, 2024) sifreleme ve desifreleme

yontemini su sekilde vermistir.
Sifreleme Prosediirii:

1. Adim: Bir grafi ele alin ve komsuluk matrisini olusturun. Ardindan, mesaj1 alin ve
mesajdaki karakterlere karsilik gelen sayisal degerleri kullanarak bir diyagonal matris

olusturun.
2. Adim: {1k sifreleme katmanini elde etmek icin ortaya ¢ikan iki matrisi ¢arpin.

3. Adim: Sonra, bu iriinii ikinci sifreleme katmani i¢in ayni mertebeden bir Perrin

matrisine ekleyin.
4. Adim: Son olarak, ortaya ¢ikan matris iki seviyeli bir sifrelenmis matrisdir.
Sifre Cozme Prosediirii
Adim 1: Saglanan matrisi kullanarak, alic1 karsilik gelen olay matrisini olusturabilir.
Adim 2: ikinci adimda, ayn1 mertebeden bir Perrin matrisini ¢ikarin.
Adim 3: Son olarak, bu matrisi orijinal bitisiklik matrisinin tersiyle ¢arparak mesaj1 alin.

Bazi Temel Tanimlar

Bu boéliimde bazi genel tanimlar ile ileriki boliimlerde kullanilacak tanim ve teoremlere
yer verilecektir. Bu baglamda, rekiirans bagintilarinin temel kavramlar1 ele alinarak, ikinci ve
ticlincii dereceden bazi 6zel say1 dizileri incelenecektir. Rekiirans bagintilari, bir dizinin her
teriminin kendisinden dnceki belirli sayidaki terimlerle ifade edilmesini saglayan matematiksel
formiillerdir ve 6zellikle say1 teorisi, lineer cebir ve kodlama teorisi gibi bir¢ok alanda dnemli
uygulamalara sahiptir. Ayrica, rekiirans bagmtilarinin matris gosterimi ile nasil
modellenebilecegi agiklanacaktir. Bu kapsamda, companion (es) matris kavrami tanitilarak, bu
matrisin temel Ozellikleri ve rekiirans dizileri ile olan iliskisi detaylandirilacaktir. Companion
matrisler, rekiirans iliskilerine sahip dizilerin 6zelliklerini anlamada gii¢lii bir ara¢ olup,

ozellikle karakteristik denklemler ve 6zdeger analizleri agisindan biiyiik 6nem tagimaktadir.

Rekiirans bagintilari, bir say1 dizisinin onceki veya sonraki terimlerinin belirlenmesini
saglayan iliskiler olarak bilinir. Bir rekiirans bagmtisinin lineer olmasi, dizinin her teriminin
kendinden 6nceki terimlerin lineer bir kombinasyonu seklinde ifade edilebilmesi anlamina gelir
[ (Tan, 2015)]. Lineer rekiirans bagintilar1 ise iki kategoriye ayrilir: homojen ve homojen

olmayan bagintilar. Homojen rekiirans bagintilarinda her terim yalnizca onceki terimlerin



katsayil1 toplam1 seklinde ifade edilirken, homojen olmayan bagmntilarda buna ek olarak sabit

ya da degisken terimler de bulunabilir [ (Tan, 2015)].
Tanim 1.1:
m € Z* ve a4, ay, ... a,, € R olmak lizere Yn = m igin,
Uy = QUp_q1 + QoUpy_o + -+ AUUn_m (1.1)

Sabit katsayilara sahip bir lineer homojen rekiirans bagintisi, her terimin kendinden
onceki belirli sayida terimlerin lineer kombinasyonu ile ifade edildigi bir baginti tiirtidiir [ (Tan,

2015), (Everest, Poorten, Shparliaski, & Ward, 2003)].

Burada, u, terimi dnceki m-adet terime bagl olarak tanimlandigindan, bu rekiirans
bagintisinin derecesi “m” olarak adlandirilir [ (Tan, 2015)]. Bir say1 dizisinin tam olarak
belirlenebilmesi i¢in, (1.1) numarali eslikte verilen rekiirans bagintisinin yan sira baslangic
kosullarinin da tanimlanmasi gerekmektedir. Yani, dizinin belirli bir diizene gore
olusturulabilmesi i¢in uy, U4, ..- Uy, —1 baslangic degerlerinin (toplam m- adet) bilinmesi gerekir

[ (Tan, 2015)].
Tanim 1.2:

m € Z¥ veay, ay, ...a,, € R, a,, # 0 olmak lizere Vn = m i¢in ug, Uy, ... U,,_; baslangic
degerlerine sahip ve (1.1) esligi u,, = ayu,_1 + auy_, + -+ + auy_p, ile verilen homojen
lineer rekiirans bagmtisin1 gercekleyen diziye lineer rekiirans dizisi denir [ (Tan, 2015),

(Everest, Poorten, Shparliaski, & Ward, 2003)].

Rekiirans bagintilari, bir dizinin tanimlanmasinda kritik bir rol oynarsa da 6zellikle biiytik
indeksli terimlere dogrudan ulasmak her zaman kolay olmayabilir. Ornegin, bir tavsan
popiilasyonunun biiyiimesini ifade eden bir rekiirans dizisini ele alalim. Eger belirli bir ayda
toplam tavsan sayisin1 hesaplamak istiyorsak, tiim Onceki aylardaki popiilasyon degerlerini
bilmemiz gerekir. Ancak, 200. ayda kag¢ tavsan olacagini bulmak i¢in ilk 200 terimini tek tek
hesaplamak olduk¢a zahmetli olacaktir. Bu nedenle, dizinin dogrudan hesaplanmasini
saglayacak kapali bir formiil elde etmek onemlidir. Bu tiir bir esitlik, rekiirans bagintilarinin
temel yapis1 kullanilarak asagidaki gibi olusturulabilir [ (Tan, 2015)]. (1.1) numarali eslikte u,,

yerine x" yazildiginda, su esitlik elde edilir.

X" =a x4+ g x4 et g™



Daha sonra elde edilen son esitlik x™™™ ile boliinerek sadelestirilir ve ifade yeniden
diizenlenirse, asagidaki form elde edilir. Bu islem, rekiirans bagintisinin karakteristik

denklemini elde etmek ve dizinin genel terimini belirlemek i¢in 6nemli bir adimdir.

m m—1 __ azxm—z ..

x™—a;x —a, =0

Bu son elde edilen esitlige, dizinin rekiirans bagintisinin karakteristik denklemi denir.
Karakteristik denklem, dizinin genel terimini belirlemek i¢in kullanilan 6nemli bir aragtir.

Burada,
gx) =xm™—ax™ 1 —ax™ 2 - —a, (1.2)

Bu ifadeye dizinin rekiirans bagmtisinin karakteristik polinomu denir. Karakteristik
polinomun kokleri, dizinin genel ¢6ziimiinli belirlemekte 6nemli bir rol oynar. Eger x;
karakteristik polinomun bir kokii ise, x{"* degeri de (1.1) numaral eligi saglar [ (Tan, 2015)].
Bu kokler kullanilarak, dizinin genel terimi kapali bir formda ifade edilebilir ve biiytik indeksli

terimlere dogrudan ulagsmak miimkiin hale gelir.
Teorem 1.1:

Karakteristik polinomun farkli kokleri x4, x5, ..., X, ve Ay, A,, ..., A, katsayilart sabit

olmak tizere, karakteristik denklemin genel ¢oziimii
U, = A xf + A x} + -+ A xl
Bu ifade, Binet (veya Binet-benzeri) formiilii olarak adlandirilan bir kapali formiil verir [

(Tan, 2015), (Everest, Poorten, Shparliaski, & Ward, 2003)]. Bu formiil, 6zellikle Fibonacci ve

Perrin gibi baz1 6zel rekiirans dizilerinin genel terimlerini dogrudan hesaplamak i¢in kullanilir.

Buna ek olarak, tirete¢ fonksiyonu, homojen lineer rekiirans bagmtilarinin ¢dziimiinde
etkili yontemlerden biridir [ (Tan, 2015)]. Urete¢ fonksiyonlari, bir dizinin terimlerini tek bir
cebirsel ifade iginde toplu olarak ifade etmeye yardimci olur ve bir¢ok kombinatoryal ve

cebirsel problemde giiclii bir ara¢ olarak kullanilir.

Ureteg fonksiyonunun, karakteristik polinomun katsayilarinin sirasinin ters gevrilmesiyle
olusturulan bir fonksiyon oldugu goriilmektedir. Yani, eger karakteristik polinom (1.2) esligi
karakteristik polinom seklinde olursa:

() =1—a;x —azx? — - — apx™

olarak ifade edilir [ (Tan, 2015)]. Urete¢ fonksiyonunun genel formu, asagidaki teorem

ile tanimlanabilir:



Kalman [ (Kalman, 1982)], bir dizinin (n + k). teriminin, kendisinden 6nce gelen k
terimin lineer bir birlesimi olarak yazilabilecegi fikrinden hareketle, rekiirans dizileri igin
matris temelli esitlikler gelistirmistir [ (DEVECI, Akuzum, & Karaduman, 2015)]. Bu yaklasim
dogrultusunda, katsayilar cy, ¢4, ..., cx—1 € R olmak {izere,

Aptk = CoQp + C1Ap4q + "+ Cp—1Apig—1

seklindedir. [ (Kalman, 1982)] calismasinda es matris,

0 1. 0 - O 0 7
o o1 - O 0
o
o o o0 - 0 1
ICg C4 Cp ** Cg—2 Cg_qd
gosterimi yukaridaki sekilde olup
ag ag
aq An_1
A7 =
Ak-1 An+k-1

esligi verilmistir.
Tanim 1.3:
Horadam sayilari, baslangi¢ kosullart wy, w; € R olmak iizere,
Wy, =TWy_q1 + SWy,_, (1.3)

seklinde ikinci dereceden lineer bir rekiirans bagintisina sahiptir, buradan > 2,7,s € R

[ (Horadam, 1965), (Horadam, 1965), (Soykan Y., 2020)].

Bu say1 dizisi negatif indeksler i¢in su rekiirans bagintisiyla ifade edilebilir [ (Soykan Y.
,2020)]:

1 T
w_, = EW_(n_Z) - EW—(n—l)'S #0

Buradan, (1.3) rekiirans bagintis1 V n € Z i¢in gecerlidir [ (Soykan Y., 2020)].

Ornek olarak, bu aileye ait bazi sayilar asagidaki gibi incelenebilir. Burada, n = 2 oldugu

acikca goriilmektedir:
e Fibonacci Say1 Dizisi; f,,: n. Fibonacci sayisi ve f, = 0, f; = 1, rekiirans bagintist:

fao=fa1t+ fa-2n =2



burada, a; = 1,a, = 1 ‘dir.

e Pell Say1 Dizisi; p,,: n. Pell sayis1 ve p, = 0, p; = 1, rekiirans bagintisi:
Pn = 2Pp-1 + Pp2,n =2

burada, a; = 2,a, = 1 ‘dir.

e Jacobsthal Say1 Dizisi; j,: n. Jacobsthal sayisi ve j, = 0, j; = 1, rekiirans bagintisi:
Jn =Jn-1t+ 2jp2n =2

burada, a; = 1,a, = 2 ‘dir.

Ikinci dereceden rekiirans bagintisina sahip Horadam sayilarinin 7,s ve baslangic
degerlerine bagl olarak ortaya ¢ikan 6zel durumlar, Tablo 1.1'de gosterilmektedir. Bu sayilar
arasindaki fark, oOzellikle baslangic degerleri ve 7,s katsayilarimin farkli olmasindan

kaynaklanmaktadir.

Tablo 1.1. Bazi ikinci Dereceden Ozel Say: Dizileri

Isim {w,} = {w,,(wy,wy;7,5)} | Rekiirans Bagintist
Fibonacci {fn} = (1,1, 1,1)} fo = fa1t faz
Lucas {1} = {w,(2,1;1,1)} L=l + 1,3
Pell {Pn} = (W, (0,1;2,1)} Pn = 2Pn-1 + Pn—2
Pell-Lucas {pl,} = {w,(2,2;1,2)} pl, = 2pl,,_, + pl,_,
Jacobsthal {in} = {w,(0,1;1,2)} Jn = Jn-1+ 2jn-2
Jacobsthal-Lucas {l,.} = {w,(2,1;1,2)} Jly = jlu_1 + 2jl, 5

Horadam sayilarini karakteristik denklemi
x2—rx—s=0
olmak tizere, bu denklemin kokleri

r+\/z r—\/Z
2 T

a, = ,A=1? 4+ 45

olarak verilmistir. [ (Soykan Y., 2020)]. Horadam sayilarinin Binet formiilii

wy, = Ajatt + A,a? (1.4)



olmak tizere, burada

A _ Wi = Wy A _ Wi aWy
L —a YT g — .
ay — ay =

Bu eslikler gecgerlidir [ (Soykan Y. , 2020)]. Ayrica, negatif indisli Horadam sayilar1 igin
Binet formiilii de verilebilir [ (Soykan Y., 2020)]. (1.4) numarali eslikteki Binet formiilii, V n €
Z icin gegerlidir; bu sonuca, Howard ve Saidak [ (Howard & Saidak, 2010)] c¢alismalarinda
ulasilmistir [ (Soykan Y. , 2020)].

Bunlara ek olarak, Horadam sayilari igin iirete¢ fonksiyonu da tanimlanabilir [ (Soykan

Y., 2020)].

n _ Yo + (W —rwy)

Wy X

NgE

1—rx — sx?
n=0

Horadam sayilar1 igin asagidaki matris formiilii, Kalman’in [ (Kalman, 1982)]

calismasindaki benzer sekilde ifade edilebilir:
Wp\ (0 1\" (Wo
(Wn+1) 4 (r s) (Wl)
ve 2 x 2 tipindeki
r s
(1 o
matrisi ile verilmistir [ (Soykan Y. , 2020)].

Tanim 2.3:

Genellestirilmis Tribonacci sayilar, Vo =a,V; =b,V, =c €Z ve r,5,t € R olmak
lizere,

I/n = TVn—l + SVn—Z + tVn_3,n >3 (15)

seklinde tclincli dereceden lineer bir rekiirans bagintisina sahiptir [ (Sloane N. J.),
(Shannon & Horadam, 1972), (Adegoke, 2019), (C.C.Yalavigi, 1972), (Cereceda, 2015),
(Adegoke, 2019)].

Benzer sekilde, negatif indisli genellestirilmis Tribonacci sayilart i¢in rekiirans bagintisi
ise:

1 S r +
V—Tl = ?V—(Tl—3) - ZV_(n_l) - ZV_(n_Z),v n E Z ) t 7‘: 0
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seklindedir [ (Soykan Y. , 2020)]. Boylece, bu rekiirans bagintis1 V n € Z i¢in gegerlidir
[ (Waddill M. E., 1991), (SOYKAN, 2020)].

Ornek olarak, bu aileye ait bazi sayilar asagidaki gibi incelenebilir. Burada n = 3 oldugu

acikca goriilmektedir.

e Tribonacci Say1 Dizisi; A,: n. Fibonacci sayis1 ve A, = 1, 4; = 1, A, = 1 rekiirans

bagintist:
Ay, =Ap 1 +A, o +A4, ,,n=3
burada, a; = 1,a, = 1,a; = 1 “dir.
e Padovan Say1 Dizisi; P,: n. Padovan sayisi ve Py = P, = P, = 1 rekiirans bagintist:
P,=P, ,+P, 3n=>3
olmak tizere, a; = 0,a, = 1,a; = 1 “dir.
e Perrin Say1 Dizisi; R,,: n. Perrin sayisive Ry = 3,R; = 0,R, = 2
R,=R,_,+R, 3;n=>3
olmak tizere, a; = 0,a, = 1,a; = 1 “dir.

Ucgiincii dereceden rekiirans bagmtisina sahip Horadam sayilarinin 7,s,t ve baslangic
degerlerine bagli olarak ortaya cikan &zel durumlar, Tablo 1.2'de gosterilmektedir. Ornek
olarak, tez calismasinin konusu olan Perrin sayilari, Tablo 1.2'nin ikinci satirinda yer alan
genellestirilmis Padovan alt ailesine aittir. Bu gruplandirma ve 6zel durumlar hakkinda daha
detayli bilgiler, [ (Adegoke, 2019), (Cerda-Morales, 2017), (C.C.Yalavigi, 1972)]

calismalariyla elde edilebilir.

Tablo 1.2. Baz1 Genellestirilmis Tribonacci Sayilarimin Ozel Durumlari

Isim {V,} = (V,(Vo, V4, V1,5, t)} | Rekiirans Bagintisi
Tribonacci {A.} ={,(0,1,1;1,1,1)} A=A 1 +Ap o +A, >
Tribonacci-Perrin {C,} ={V,(3,0,2;1,1,1)} C,=C,_1+C_,+C,_,
Padovan {P,} ={%(1,11,01,1)} P,=P, ,+P, 5
Perrin {R,} ={V,(3,0,2;0,1,1)} Ry=R,_ o+ R, 3
Padovan-Perrin {/,} = {V,(0,0,1;0,1,1)} Jon=Jno+ 3
Pell-Perrin {N,} = {V,(3,02;0,2,1)} N, =2N,_, + N,_;

Bu bilgilere ek olarak, genellestirilmis Tribonacci sayilarinin karakteristik denklemi

x3—rx?—sx—t=0

11

(1.6)




,seklinde olup, bu denklemin kokleri asagida verilmi,stir (Cerda-Morales, 2017):

r - r - r -
xl=§+d+,8,x2=§+sd+82,8,x3=§+£2d+8,8
Burada,
g
_ r3+rs+t+
= |[—+—+= ,
27 76 T2 VH
- r3 rs t
= |=+—+-—L
4 B \/27 6 2 \/_
~1+iV3
£= ,
2
it r252+rst s3+t2
H=27 10876 27 4
ve
X1+ X + X3 =1, X%, + X1X3 + XpX3 = —S, X1XX3 =,

seklindedir. p>0 olmak sartiyla, (1.5) esliginde verilen rekiirans bagintisinin karakteristik
denkleminin bir reel ve iki reel olmayan ¢6ziimii vardir (Cerda-Morales, 2017). Genellestirilmis

Tribonacci sayilari i¢in Binet (Binet-benzeri) formiilii:

D AN D 41 G 41
Vn _ P xq + R x, + Sx3 (1'7)

- (x1—x2))(x1—x3) (2=x1)(x2—x3) (x3=x1)(x3—x2)

seklinde olup, buradan

Vo — (x + x3)V1 + x,x3V
Vo — (g + x3)V1 + x1x3V,
Vy — (x1 + x2)V1 + x1%,Vg

L T
Il

dir (Cerda-Morales, 2017). Negatif indisli genellestirilmis Tribonacci sayilari i¢in Binet
formiilii de verilmistir (Soykan Y. , 2020). (1.7) esligi V¥ n € Z i¢in saglanmaktadir. Bunlara ek

olarak, genellestirilmis Tribonacci sayilar i¢in iirete¢ fonksiyonu;

n

_ VO + (V1 - TVO)x + (Vz - er - SVO)XZ
B 1—7rx—sx2—t3

V, x

Nk

0

S
Il

olarak verilmektedir (Soykan Y., 2020).

Ayrica, genellestirilmis Tribonacci sayilarinin matris formlar1 da incelenmis olup, bu

konu lizerine ¢esitli ¢aligmalar gerceklestirilmistir. Bu ¢aligmalar, Tribonacci dizilerinin matris

12



temsilleri aracilifiyla daha sistematik bir sekilde ele alinmasini saglamis ve bu sayede dizinin
genel teriminin hesaplanmasinda ve ozelliklerinin analiz edilmesinde 6nemli bir yontem
sunmustur [ (Waddill M. , 1993), (Shannon & Horadam, 1972), (Waddill M. E., 1991), (Waddill
M. E., 1967), (Soykan Y. , 2020)].

V,, dizisini Uiretmenin alternatif bir yolu olan S-matrisi, Shannon ve Horadam tarafindan
incelenmis olup [ (Shannon & Horadam, 1972)], bu matrisin daha genel bir versiyonu olan R-

matrisi ise Waddill ve Sacks tarafindan calisilmistir [ (Waddill M. E., 1991), (Waddill M. E.,

1967)]. S- matrisi;
r s t
s (55 o)
010

seklinde gosterilir. Asagidaki matris formiilii verilebilir [ (Waddill M. E., 1991), (Waddill

M. E., 1967)]:
r s t\N"%/V, /4
(1 0 0) <Vl)=(Vn_1>
010 Vs V., ,

Bu konuda daha detayli bilgi i¢in [ (Shannon & Horadam, 1972), (Waddill M. E., 1991),
(Cerda-Morales G. , 2018), (Waddill M. E., 1967)] calismalarina goz atilabilir.

Ucgiincii mertebeden dzel bir say1 dizisi olan Perrin sayilar1 (OEIS: A001608, A078712 [
(Sloane N. J., tarih yok)]), ilk olarak 1876 yilinda Fransiz matematik¢i Edouard Lucas (1842-
1891) tarafindan incelenmistir [ (Y1lmaz N. , 2015), (Lucas, 1878)]. Ancak, bu 6zel say1 dizisi
tizerine Frangois Olivier Raoul Perrin (1841-1910) de 1899 yilinda ¢aligmalar yapmis olup, dizi
onun adiyla anilmaktadir [ (Perrin, 1899)]. Perrin sayilari, sayilar teorisi ve kombinatorik
alanlarinda c¢esitli uygulamalara sahip olup, 6zellikle asal sayilarla iliskisi agisindan dikkat
cekmektedir. Bu say1 dizisi lizerine yapilan detayli c¢aligmalar, literatiirde genis bir yer
kaplamakta olup, daha fazla bilgi i¢in [ (Sloane N. J., tarih yok), (Adegoke, 2019), (Yilmaz &
Tagskara, 2013), (Sokhuma, 2013), (M. Mangueira, Alves, & Catarino, 2020), (Shtayat & Al-
Kateeb, 2021), (Adegoke, 2019), (Yi1lmaz & D. Bozkurt, 2011) (Irmak, 2019), (Kaygisiz & D.
Bozkurt, 2012)] kaynaklar1 incelenebilir.

Tanim 1.4:
n = 3 i¢in, Perrin sayilar dizisi,

Ry =Ry, +Ry_3 (1.8)
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{R,}nso rekiirans bagintistyla tanimlanir. Baslangi¢ kosullart Ry = 3,R; = 0,R, = 2
olmak iizere, R,,, n. Perrin sayisini temsil etmektedir [ (Y1lmaz & Tagkara, 2013), (Yilmaz N. ,

2015), (Shannon, Anderson, & Horadam, 2006)].
Negatif indisli Perrin sayilari, agagidaki tekrarlama iliskisi,
Ry =R_piz2 + Ropys

seklinde tanimlanip, R_,, negatif indisli Perrin sayisin1 temsil etmektedir [ (Soykan Y. ,
2020), (Yilmaz N. , 2015), (Sloane N. J., tarih yok)]. Perrin sayilarinin kiimesi & ile temsil

edilecektir.

Tablo 1.3°de bazi pozitif ve negatif n degerleri i¢in Perrin sayilar1 6rnek olarak verilmistir.

Tablo 1.3. Baz1 Pozitif ve Negatif n Degerleri icin Perrin Sayilari

Vvn € N igin,

_ 31+1 23 %1 1 23+,\/§/31+
B=- 11613 1648312k2

Perrin sayilarinin karakteristik denklemi,
x3-x-1=0

bu esitlikle gosterilir [ (Laisant & Lemoine, 1894) , (Yilmaz N. , 2015)]. Kokleria, B,y =
,8_ seklindedir, burada

_ (1)1 + (1)2 _ _(1)1 - 0)2 + l\/§((l)1 - (1)2)
B 12 ’
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3
W, = 1/108 +12v69, w, = [108 — 1269

su notasyonlar1 kullanalim:

c _A-pHd=-y) 1+«
* (a-P)(a-y) —-a?+3a+1’
(l-ao@d-p  14+y

c, = = = cg.
Y- -p —yE+3y+l F
Bu 6zel say1 dizisi i¢in parametreler « = 0, = 1,y = 1 olarak belirlenmistir. Bu durum,

genellestirilmis Tribonacci say1 dizisinin karakteristik denklemi olan (1.6) esitliginde a =

0,8 =1,y = 1 degerleri yerine konuldugunda agik¢a dogrulanmaktadir.
Perrin sayilari i¢in Binet-benzeri formiilii;
R, =a™ + "+ y", timn > 0 i¢in. (1.9)

olarak verilir (Yilmaz N. , 2015). Vn € N i¢in negatif indisli Perrin sayilarinin Binet-

benzeri formiili;
R—n—l — a—n—l + ﬁ—n—l + y—n—l

seklindedir (Taskara & Yilmaz, 2014). (1.9) esligindeki Perrin sayilari i¢in Binet-benzeri

formiilii, V n € Z i¢in gecerlidir (Soykan Y., 2020). Perrin sayilarinin iirete¢ fonksiyonu,

3 — y
R n-1 _

seklinde ifade edilir (Shannon, Anderson, & Horadam, Properties of Cordonnier,Perrin
and Van der Laan numbers, 2006). [ (Yilmaz & Taskara, 2013), (Yilmaz N. , 2015)]
calismalarinda Perrin matris dizileri incelenmis ve bu matris dizileri araciligiyla Perrin sayilar
icin alternatif bir ifade elde edilmistir. Bu yaklasim, Perrin sayilarini farkli bir bi¢imde ifade

eden asagidaki iirete¢ fonksiyonunun tiiretilmesine olanak saglamistir:

—1+3x+x
ZRn 1x" 1 —x2—x3

Bu iirete¢ fonksiyonu, Perrin sayilarinin karakteristik denklemi ile tutarlidir ve seriye ait
terimlerin sistematik olarak iiretilmesini saglar. [ (Taskara & Yilmaz, 2014), (Yilmaz N. ,
2015)] calismalarinda negatif indisli Perrin matris dizileri incelenmis ve bu dizilerden hareketle

negatif indisli Perrin sayilar1 i¢in agagidaki iirete¢ fonksiyonu elde edilmistir.
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i T
Xt = —
nol 1+x—x3
n=1
Bu iirete¢ fonksiyonu, negatif indisli Perrin sayilarini sistematik olarak tliretmek ig¢in
kullanilir ve pozitif indisli Perrin sayilarinin iirete¢ fonksiyonu ile benzer bir yapiya sahiptir.

Negatif indisli terimlerin belirli bir Oriintiiye gore tiiredigi bu fonksiyon, dizinin

genisletilmesinde 6nemli bir ara¢ olarak degerlendirilmistir.

Padovan ve Perrin sayilar1 arasindaki iliski gdz oniine alindiginda (farkli baslangic
kosullar1 ancak aynmi rekiirans bagintisi), Cerda-Morales’in [ (Cerda-Morales G. , 2019)]

calismasinda sunulan Tablo 2.9, Perrin sayilar1 i¢in de uygulanabilir.
Yani, V n € N olmak {izere, Perrin sayilari i¢in su esitlik saglanmaktadir:
Ry = paRn-aq +0qRy_2q + Rp_3q (1.10)

Burada (p,, 64), e, 04 € Z,0 < a < 8,a € N “dir.

Tablo 1.4. Perrin Sayilar: i¢in Rekiirans Bagintilari

a (Pa» Ta) Ry = paRy—q + 0qRy—2q4 + Rn-3q
1 (0,1) Ry =Rp2+ Ry 3

2 (2,-1) Ry =2Rp_ 5 —Ry_4 + Ry

3 (3,-2) R, =3R, ,— 2R, ¢+ Ry_q

4 2,3) R, =2R,_, + 3R, g+ R, 1

S (5,—4) Ry =5Ry_5 —4Rp_10 + Rp-1s
6 (5.2) Ry =5Ry_6 + 2Ry 12 + Ry1g
7 (7,1) Ry =7Ry 7+ Rn_14+ Ry 21

Kaynak: Cerda-Morales G. , 2019

(1.10) esitligi R_,, olmak lizere YV n > 1 i¢in de gecerlidir (Cerda-Morales G. , 2019).

Perrin matris dizisinin #. genel matris gdsterimi,

Rn—5 Rn—3 Rn—4
Rn=|Rn-4 Ryu—z Rp3],VMEN,
Rn—3 Rn—l Rn—Z

seklindedir [ (Yilmaz N. , 2015), (Yilmaz & Taskara, 2013)].
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vV n =1 i¢in Perrin sayilari i¢in matris formiillerini asagidaki gibidir [ (M. Mangueira,

Alves, & Catarino, 2020)]:

Uy

(RO RZ

-
i
—~

=(Rn Rn+2 Rn+1): (1-11)

_ o O
= o
(=N ]

o

Rz Ro

=
=
N/

Ry Rns1), (1.12)
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]
oo R
[
\
=
3
_+_
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(R R,

=
o
N

= (Rn+1 Rniz Rp), (1.14)

U=y

Ry R,

-
o
N

= (Rn+2 Ru+1 Rp), (1.15)

) =(Rn Ryyq Rn+2) (1.13)

== O oS = O S - O
S O (@]
o o

=

1 n
1) =(Rn+1 Rn Rn+2): (1-16)
0 0

(Rl RO

-
N
N

-
o
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— — — — — —

_ o o
o

Yukarida (1.11)- (1.16) esitliklerinde ([ (M. Mangueira, Alves, & Catarino, 2020)]) n.
kuvveti goriilen matrisler, sirasiyla [ (Sokhuma., 2013)] ve [ (Seenukul, Netmanee, Panyakhun,
Ausiseekaen, & Muangchan, 2015)] ¢alismalarinda kullanilan Qy, @4, @3, @3, @4, @5 matrisleri
ile aynidir. Bu alt1 esitlikten de acikg¢a goriilebilir ki, n = 1 alindiginda Ry, Ry, R, degerlerinin

bulundugu 1 x 3 boyutundaki matrislerdeki siralama her degistiginde, ilgili matris de

degismektedir. Sonug olarak, alt1 farkli esitlik ve alt1 farkli matris elde edilmektedir (3! = 6).

V n > 0 olmak {izere negatif indisli Perrin sayilar1 i¢in matris formiilleri asagidaki gibidir

[ (M. Mangueira, Alves, & Catarino, 2020)]:

-1 0 1\"

(Ro Rz R1)<1 0 0) :(R—n R—n+2 R—n+1); (1-17)
0O 1 0
0 1 o0o\"

(R, Ry Ry)(0 -1 0) = (R_n+2 R_n R_p41), (1.18)
1 0 O
-1 1 0\"

(Ro Ry Rl 0 0 1) =(R_.y R_py1 R_py2) (1.19)
1 0 O
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0 1 0\"

(Rt Ry Ro)[0 O 1) = (R-n+1 R-niz R-p), (1.20)
10 -1
0 0 1\"

(R Ry Rp)|1 O 0) = (R_ns2 R_py1 R_p), (1.21)
0 1 -1
0 0 1\"

(R Ry Ry) <1 -1 0| =®-ny1 Rn Ropy2), (122)
0 1 O

Benzer sekilde yukaridaki (1.17) -(1.22) esitliklerinde ([ (M. Mangueira, Alves, &
Catarino, 2020)]) n. kuvveti goriilen matrisler, sirasiyla, Qg, Q1, @, @3, Q4, @5 matrislerinin

tersleridir.
Padovan ve Perrin sayilar arasindaki iligki ise,
R, =3P, 5+ 2P,_,
‘dir (Sloane N. J., tarih yok).

Kuaterniyonlar, kompleks sayilarin daha yiiksek boyutlara genellestirilmesi fikriyle
ortaya ¢ikmis, dort boyutlu bir say1 sistemidir. 1k olarak 1843 yilinda Irlandali matematikgi
William Rowan Hamilton tarafindan kesfedilen kuaterniyonlar, skaler ve vektor bilesenlerden
olusur ve li¢ boyutlu uzayda doniisiimleri temsil etmek i¢in giiclii bir matematiksel ara¢ saglar
[ (Hamilton, 1844)]. Kuaterniyonlarin genis bir kullanim alan1 bulunmaktadir. Geometri ve
mekanikte doniisiimleri modellemek i¢in kullanilirken, bilgisayar grafiklerinde ve oyun
motorlarinda nesnelerin dondiiriilmesini saglamak amaciyla yaygin olarak tercih edilir. Ayrica
robotik ve animasyon teknolojisinde hareket simiilasyonlarinda énemli bir rol oynar. Fizik ve
miihendislikte kuantum mekanigi, elektromanyetizma ve akigkanlar dinamigi gibi alanlarda da
kuaterniyonlar faydalanilir. Kinematik analizlerde ve uzay navigasyon sistemlerinde de kritik

bir dneme sahiptir.
Tanim 1.5:

41,92, 93,94 € R olmak iizere, bir q reel kuaterniyonu q = q; +iq, + jq; + kq,

seklinde ifade edilir. Reel kuaterniyonlar kiimesi H ile temsil edilir ve
H ={q = q1 +iq; +jqs + kq,|i* = j> = k? = —1,ijk = 1,41, 42, 93,9, € R}
seklinde tanimlanir [ (Ozdemir, 2020), (Hamilton W. R., 1853), (Hamilton W. R., 1969)].

Burada kuaterniyonik i, j, k birimleri Tablo 2.5 ‘deki 6zellikleri saglamaktadir.
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Tablo 1.5. Reel Kuaterniyonlar i¢in Birimlerin Carpimi

1 i j k
1 1 i ] k
i i -1 k -]
J J -k -1 i
k k ] -i -1

Kaynak: Hamilton, 1844, 1853
Kuaterniyonlar kiimesi ¢arpma islemine gore birlesmeli ancak degismeli degildir.
4= +iq; +jqs +kq, €R*

olmak lizere burada,

1 0 0 0
10 |1 10 10
=10 )= o)/ =1%o
0 0 0 1
olup, q kuaterniyonu,
q1
_ q:
1 qs
qa

seklinde matris gosterimi yapilabilir (Hamilton W. R., 1969).

q=0q.+iq, +jqs +kqs,p=p, +ip, +jps +kp, EH  olmak  iizere, reel
kuaterniyonlar igin bazi temel tanim ve cebirsel dzellikleri asagidaki sekildedir (Ozdemir,

2020):

—

e Kuaterniyonun Vektorel Kismi: g kuaterniyonun vektorel kismu V; ile gosterilir ve

T/; = iq, + jq3 + kq, seklinde tanimlanir.

e Kuaterniyonun Skaler Kismi: g kuaterniyonunun skaler kismi S, ile gosterilir ve S, =

—

g1 seklinde ifade edilir. Boylece q = S, + V;; yazilabilir.
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e Has (Piir) Kuaterniyon: Eger S; = 0 ise q kuaterniyonunu has kuaterniyon veya piir

kuaterniyon olarak adlandirilir. Bu durumdan hareketle, R® uzayindaki her vektoriin

aslinda bir has kuaterniyon olarak diisiiniilebilecegi sdylenebilir.

Genel olarak, kuaterniyonlar R* uzay ile, kuaterniyonlarm vektorel (saf) kismi ise R3 ile
0zdeslestirilir. Bu baglamda, kuaterniyonlarin skaler bileseni uzaya dordiincii bir boyut

ekleyerek doniisiim ve hesaplamalarda daha genis bir ifade giicii sunar.
e Eslenik: Bir g reel kuaterniyonunun eslenigi q ile temsil edilir ve
q=q1—1iq —jqz — kq,
olarak tanimlanur.
e Kuaterniyon Normu: g € H olmak tizere,

.l H->R*UO0

q-lqll =93 =47 =JQf+q§+q§+qi

olarak ifade edilir.

e Esitlik: g, p € H olmak iizere,
q=P <41 =P1 92 = P2,93 = P3,94 = P44

ifadesiyle gosterilir.
e Toplama/Cikarma: q,p € H olmak iizere,

qtp=(q+iq, +jqs +kqs) £ (py +ip;, + jps + kps)

=qy 2 p1 +i(q2 £ p2) +j(q3 £ p3) + k(qs £ pa)
Ayrica,
Sqtp =1 £P1 =S4 £5p

ve

Varp = 12 £ 02) +)(qs £ p3) + k(qa £po) = Vg + 1,
ifadeleri saglanir.

e Skaler ile Carpma: g € H olmak iizere,

cq =c(q1 +1iqz +jqs + kqs) = cqq +icqy +jcqs + kcqy,c €ER
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seklinde ifade edilir.

e (Carpma: q,p € H olmak iizere,
qp = (q1 + iq2 + jq3 + kqu)(p1 + ipz + jps + kps)

= 1P1 — 9202 — q3P3 — qaPs + 1(q1P2 + G201 + q3Ps — q4D3)
+Jj(q1P3 — 4204 + q3P1 + qub2) + k(q1Ps + G203 — G302 + qaP1)

seklindedir. Carpma iglemi yapilirken Tablo 1.5 ‘den yararlanilmistir. Kuaterniyon

carpimi bir diger sekilde de ifade edilir:

qap = (Sq +V)(S, + V)

— — —

= SqSp = Vg, Vo) + SqVp + SpVg + Vg X V.

Burada Oklid i¢ ¢arpimi ve Oklid vektdrel carpmm kullanilmistir. Ayrica, q,p has

kuaterniyonlar olmasi durumunda,
qap = —(V, o) + Vg X 1y,
elde edilir.

Split kuaterniyonlar 1849 yilinda Ingiliz matematik¢i James Cockle (1819-1895)
tarafindan literatlire kazandirilmistir. Klasik reel kuaterniyonlardan farkli olarak, split
kuaterniyonlar j? = k? = ijk =1 kosulu saglanarak tanimlanir (Cockle, 1849). Split
kuaterniyonlardaki cebirsel 6zellikler, reel kuaterniyonlardaki ifadelere olduk¢a benzerdir.
Split kuaterniyonlar, standart kuaterniyonlar gibi dort boyutlu bir cebirsel yap1 olusturur; ancak,
farkli i¢ ¢arpim yapisina sahiptir ve Lorentzian geometri ile baglantilidir. Bu 6zellikleri
nedeniyle 6zel gorelilik, hiperbolik geometri ve diferansiyel denklemler gibi alanlarda 6nemli
uygulamalara sahiptir. Ozellikle, Lorentz déniisiimlerinin kuaterniyon temelli bir yorumu
olarak kullanilmasi, teorik fizik ve miihendislikte split kuaterniyonlarin kullanim alanlarini
genisletmistir (Cockle, 1849). Ayrica, split kuaterniyonlar klasik kuaterniyonlar gibi doniisiim
ve rotasyon igslemlerinde kullanilabilirken, hiperbolik uzayda simetri ve izometri analizlerinde

de 6nemli bir matematiksel arag olarak one ¢ikar.
Tanim 1.6:

q1,92, 93,94 € R olmak iizere, bir q split kuaterniyonu q = q; +iq, + jqs + kq,
seklinde ifade edilir. Burada kuaterniyonik i,j,k birimleri Tablo 1.6 ‘daki o&zellikleri

saglamaktadir.
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Tablo 1.6. Split Kuaterniyonlar I¢cin Birimlerin Carpim

1 i J K
1 1 i j K
i i -1 k -
J J -k 1 -l
k k J i 1

Kaynak: Cockle, 1849

Split kuaterniyonlar kiimesi Hy ile temsil edilir ve,

Hs ={q = g1 +iq, + jqs + kq4li* = —1,j* = k* = ijk=1,¢1,92,93,q4 € R}

seklinde tanimlanir. Bu kiimenin her bir elemanma split kuaterniyon adi verilir [
(Ozdemir, 2020), (Cockle, 1849)]. Split kuaterniyonlar kiimesi carpma islemine gore birlesmeli
ancak degismeli degildir.

Genellestirilmis Kuaterniyonlar (Generalized Quaternions), klasik kuaterniyonlarin bir
genellemesidir ve daha genis bir say1 sistemi olarak tanimlanir. Genellestirilmis kuaterniyonlar,
kuaterniyonlar sisteminin sinirlarin1 agsarak daha fazla boyutta vektorel ve skaler bilesenler
icerebilen yapilar olustururlar. Bu genelleme, kuaterniyonlarin dort bileseni (bir skaler ve {i¢
vektorel bilesen) yerine daha fazla bilesene sahip olan yapilarin ele alinmasini saglar. Klasik
kuaterniyonlar R* uzayinda bir yap1 olustururken, genellestirilmis kuaterniyonlar R™ uzayinda

daha genis boyutlu yapilar seklinde tanimlanabilir. (Cockle, 1849) (Hamilton, 1844)
Tanim 1.7:

q1,92,93, 94 € R olmak iizere, bir q genellestirilmis kuaterniyonu g = q; + iq, + jqz +
kq, seklinde ifade edilir. a, § € R i¢in kuaterniyonik i, j, k birimleri Tablo 1.7 ‘deki 6zellikleri

saglamaktadir.

Tablo 1.7. Genellestirilmis Kuaterniyonlar i¢in Birimlerin Carpim

. 1 i j K
1 1 i i K
i I -0 k -
j J -k —B Bi
k K 0 -Bi -off

Kaynak: Dickson, 1924; Griffiths, 1928

22



Genellestirilmis kuaterniyonlar kiimesi Hg ile temsil edilir ve,

Hep ={q = q1 + iq, + jgs + kquli* = =1,j? = k? = ijk = 1,q1,92,93,94 € R}

seklinde tanimlanir. Bu kiimenin her bir elemanina genellestirilmis kuaterniyon ad1 verilir
[ (Ozdemir, 2020), (Cockle, 1849), (Dickson, 1924), (Griffiths, 1928)]. Tablo 1.8’de

genellestirilmis kuaterniyonlarin 6zel a ve  degerlerine gore siniflandirilmasi verilmektedir.

Tablo 1.8. Genellestirilmis Kuaterniyonlarin Siniflandiriimasi

o B Hgp Kiimesi o B Hp Kiimesi
a=p=1 Reel Kuaterniyon a=1=0 Semi-Kuaterniyon
a=1p=-1 Split Kuaterniyon a=-1,=0 Split Semi-Kuaterniyon

Kaynak: Jafari, 2015; Jafari & Yayli, 2015

Genellestirilmis kuaterniyonlarda cebirsel 6zellikler ger¢ek kuaterniyonlarda oldugu gibi

ifade edilir. Ancak,

—

Pq = SpSq —g(V,Vq)) +Spvq)+5qvp>+vp>x Vo

ifadesi incelenirse burada g(v), 7(;) ve V; X T/; genellestirilmis i¢ c¢arpim ve
genellestirilmis vektor carpimdir. Bu carpimlar: su sekilde ifade ederiz [ (Ozdemir, 2020),
(JAFARI, 2015)]:

u = (Ug, Up, Ug) = iUy + jUuy + kus, v = (v1,V,,V3) = ivy + jv, + kvs € R3,q,5 € R?
olmak tizere, genellestirilmis i¢ carpim,
g, v) = auyvy + fuyv, + afusvs

olarak tanimlanir. Genellestirilmis vektorel ¢arpim ise,

i aj k
uxXv=|u Uy uzl=i(Buyvs — Pusvy) +jlausvy — auyvs) + k(u v, — uyvq)
Vi V2 V3

olarak tanimlanir. Bir genellestirilmis kuaterniyonun normu ise asagidaki sekilde ifade

edilir (Jafari & Yayli, 2015):

N, =193l = |qq| = ¢ + aq5 + Bq5 + aBqz]
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Tanim 1.8:

vn € N olmak {izere, n. Perrin genellestirilmis kuaterniyon

—

Rn = Rn + iRn—l +jRn_2 + kRn_3
seklinde tanimlanir ve R,, ile temsil edilir. (Z & N., 2022)

Negatif indisli (—n.) Perrin genellestirilmis kuaterniyon, Vn € Z* olmak f{izere,

—_—

Ry =R_n+iR py1 +JjR 2 + kR 43

seklinde tanimlanir. (Z & N., 2022) Burada, R,; n. Perrin sayisi, R_, ise —n. (negatif
indisi) Perrin sayisidir, (R, , R_, € R). Ayrica, i, j, k kuaterniyonik birimleri Tablo 1.7’deki
kurallar1 saglar. Perrin genellestirilmis kuaterniyonlar kiimesi R4 ile temsil edilecektir. (Z &

N., 2022)

Tablo 1.9. Bazi Perrin Genellestirilmis Kuaterniyon Ornekleri

n R, R_,
0 3+ 2j+ 3k 3+2j+3k
1 2 +1i+3j+2k —1+ 3i+ 2k
2 24 3i+2j + 5k 1-1+3jk
3 34 2i+5j+5k 24+i—j+3k
4 2+5i+5j+ 7k —3+2i+j—k

Kaynak: Z & N., 2022

Tanim 1.9:

R, = (0, ) olsun. R, kiimesinde multiplicative(carpimsal) toplamay1 veya * toplama

a+.b =ab, a,b € R,
sekinde tanimlanir. (Georgiev & Zennir, 2022)
Tanim 1.10:
R, kiimesinde multiplicative(¢carpimsal) ¢carpim veya * ¢arpimit -,

a -, b= elogalogb
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su sekilde tanimlariz. (Georgiev & Zennir, 2022)

Tanim 1.11:

x,y € R, i¢in carpimsal ¢ikarmay1 veya * toplamay1 —,,
x—,y=a+, (—.b)

su sekilde tanimlariz. (Georgiev & Zennir, 2022)

Gii¢ fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

burada x € R,ve k € N. Ayrica, ¢arpimsal sifir ve ¢carpimsal birim sirasiyla 0, = 1 ve

1, = e olarak tanimlanmustir.
Tanmm 1.12:
Bir graf ¢ = (V, E) igin olay matrisi B = (b;)pxm Su sekilde tanimlanr:
oV ={vy,vy,...,v,} (diglimler kiimesi)
e E ={ey ey, .., ey} (kenarlar kiimesi)
Bu matris, F, iizerinde asagidaki sekilde tanimlanir:

b = {1, eger v; digumi e; kenarina aitse,
v 0,  aksihalde.

Genellikle B* (B'nin transpozesi) matrisinin transpozesi olarak gosterilir. B ve Bt

sirasiyla asagidaki dogrusal doniisiimleri tanimlar:
B:E(G) - V(G)
BL:V(G) - £(G)
Bu doniisiimler, standart bazlar g6z 6niinde bulundurularak tanimlanir. (Diestel, 2005)
Bir grafin bitisiklik(adjacency) matrisi A = (@;;)nxn su sekilde tanimlanir:

0. = {1, eger v;, v; € E ise,
b 0, aksi halde.

Son olarak, A ve B matrisleri arasinda basit bir baglanti bulunmaktadir. D ile d(v;)

degerlerini igceren gercek (real) kdsegen matrisini tanimlayalim:

D= (dij)nxn
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Burada, dii = d(vl') veE dU =0 (l ?‘—'])

Rekiirans bagintilariyla ilgili baz1 6zelliklere (Stevic, 2004), (Tan, 2015), (Everest,
Poorten, Shparliaski, & Ward, 2003), (Poorten, 1989) bu calismalar incelenerek ulasilabilir.
(Waddill M. , 1993) k. mertebeden lineer rekiirans dizilerinin matris 6zelliklerini ¢alismistir.
(Spickerman & & Joyner, 1984) ¢alismasinda k. mertebeden lineer rekiirans dizileri i¢in Binet
formiilii konusunda ¢alisilmistir. (Wyler, 1965), (Brooke, Saucedo, & Xu, 2017), (Chowla,
Dunton, & Lewis, 1961) calismalarinda ikinci dereden rekiirans bagintilartyla ilgili detayl
bilgilere ulasilabilir. Ugiincii dereceden rekiirans bagintilarmi ile ilgili bilgiler ve teoremler
(Rabinowitz, 1996) calismasinda verilmistir. (Jarden, 1966) iigiincii dereceden rekiirans
dizilerini ele almistir., (A & A, 1971), (Shannon & Horadam, 1972), ve (Adegoke, 2019)
calismalarinda T{giincli rekiirans bagmtilarinin bazi1 6zelliklerini, matris formiillerini, ve
rekiirans dizilerinin kuvvetlerinin iirete¢ fonksiyonlar1 ele alinmistir. (Cerda-Morales, 2017),
(Cereceda, 2015), (Cerda-Morales G. , 2018), ve (Waddill M. E., 1991) c¢alismalarinda
Tribonacci sayilarinin bazi 6zellikleri, Tribonacci dizisi ve matrisleri, Tribonacci Binet
formiilleri tizerinedir. (Vieira, Alves, & Catarino, 2020) ¢alismasinda Padovan sayilariyla ilgili
tanimlar ve matris gosterimleri verilmistir. (Sokhuma., 2013) Padovan Q matris ve bu matrisin
genellestirilmesi iizerinedir. (Adegoke, 2019) bu makalede, Padovan ve Perrin toplam
formiillerini incelemistir. Padovan ve Perrin sayilarinin cebirsel ozellikleri ve matris
ozellikleriyle ilgili (Sokhuma, 2013), (Taskara & Yilmaz, 2014), ve (Irmak, 2019) ¢alismalar
yapmiglardir.

1876 yilinda Edouard Lucas tarafindan dolayli olarak dile getirilmis olsa da, Perrin
dizisini ancak 1899 yilinda Frangois Perrin tanimlamistir (Perrin, 1899). (M. Mangueira, Alves,
& Catarino, 2020) ¢alismasinda Perrin dizisinin pozitif tam sayilari i¢in matrisler incelenerek
ve matris formunun genellestirilmesi yapilarak, negatif tam sayilar alanina genisletilmesi
saglanmistir. (Shannon, Anderson, & Horadam, 2006) bu makalede Cordonnier, Perrin ve van

der Laan sayilarinin tiglincii dereceden dizilerinin bazi 6zelliklerini arastirmiglardir.

(Tas, Ugar, Ozgiir, & Kaymak, 2018) calismasinda Fibonacci Q matrislerini kullanarak
yeni bir kodlama/kod ¢6zme algoritmalar1 yontemi sunulmustur. (Aydinyuz & & Asci, 2023)
k-mertebeden Gauss Fibonacci polinomlar i¢in tanimlanan kodlama teorisi x = 1 alinarak
yeniden diizenlenmistir ve bu kodlama teorisine k-mertebeden Gauss Fibonacci Kodlama
Teorisi adini1 vermislerdir. (Shtayat & Al-Kateeb, 2019) Padovan Q-matrisleri kullanarak yeni
bir kodlama/kod ¢dzme algoritmasi onermislerdir. (Shtayat & Al-Kateeb, 2021) caligmasinda
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Perrin say1 dizilerinin bazi 6zelliklerini incelenmis, ve Padovan Q-matrisi ve Perrin R-matrisine

dayal1 bir kriptografi modeli verilmistir.
Tezin Amaci

Bu tezde, tiglincii dereceden dogrusal tekrarlama dizileri arasinda yer alan Perrin sayilari
ve Perrin kuaterniyonlar: ele alinacak ve bu sayilarin 6zellikleri ve karakteristik denklemleri
incelenecektir. Bu say1 dizisinin matematiksel yapis1 Perrin tekrarlama iligkisine dayali olarak

detaylandirilacak ve ¢esitli say1 sistemleriyle iliskisi arastirilacaktir.

Ayrica Perrin sayilarinin ve kuaterniyonlarinin kodlama teorisi agisindan uygulamalari
incelenecek ve hata tespiti ve diizeltme algoritmalarindaki rolleri degerlendirilecektir. Ozellikle
Perrin say1 dizisinin gilivenli veri iletimi, kriptografi ve hata diizeltme kodlar1 gibi alanlarda

nasil kullanildig1 ve kullanim potansiyelinin ne oldugu ortaya konulacaktir.

Bu baglamda calismada hem teorik hem de uygulamali bir yaklasim benimsenerek
literatiirdeki mevcut calismalar derinlemesine incelenecek ve yeni katkilar sunulmasi

amaglanacaktir.

27






2. PERRIN SAYILARIYLA KODLAMA TEORIiSi ALANINDA
UYGULAMALAR

Bu boliimde, Perrin sayilarina dayali cesitli sifreleme yontemleri ele alinacak, her bir
yontemin temel yapist ve sifreleme-desifreleme siiregleri detaylandirilacaktir. Ayrica,
Multiplicative Perrin sayilari tanitilacak ve bu sayilarin bazi kombinatoriyel 6zellikleri detayl

bir sekilde ortaya konulacaktir.
2.1. Perrin Urete¢ Matrisini Kullanarak Sifreleme

Perrin {irete¢ matrisi, Perrin sayilarini ardigik olarak {ireten bir matristir ve genellikle
ticlincii dereceden bir fark denklemini temel alir. Bu matris, Perrin dizisinin lineer cebirsel
temsili olarak kullanilir ve sifreleme algoritmalarinda doniisiim araci olarak islev goriir. Bu
baglamda, ilirete¢ matrisinin kuvvetleri araciligiyla mesaj matrisleri lizerinde cesitli dogrusal
islemler uygulanabilir ve bu islemler geri doniisiimlii oldugu i¢in ¢6ziimleme iglemi de

miimkiindiir.
Sifreleme Prosediirii:

1. Adim: Bir baslangi¢ mesajim1 alin ve mesajdaki karakterlere karsilik gelen sayisal

degerleri kullanarak 3. mertebeden M matris olusturun.

2. Adim: Kodlama ve kod ¢6zme islemlerimizi basitlestirmek i¢in Perrin matrisi R,, 'yi

kodlama matrisi olarak aliyoruz.

3. Admm: Ilk sifreleme katmanini elde etmek icin ortaya cikan iki matrisi carpin.

M xR, =C.

3. Adim: Sonra, bu iirlini ikinci sifreleme katmani i¢in kodlama matrisini ayni
mertebeden bir mesaj matrisindeki harflerin binary kodlarinin matris gésterimini olan matrisini

ekleyin. P = C + By,.
4. Adim: Son olarak, ortaya ¢ikan matris iki seviyeli bir sifrelenmis matrisdir.
Sifre C6zme Prosediirii

Adim 1: Birinci adimda, P matrisinden B,,, matrisini ¢ikararak C matrisini elde ediyoruz.

C=P—By

Adim 2: Son olarak, bu matrisi Perrin matrisinin tersiyle carparak desifrelemeyi

tamamliyoruz. M = C X R;. Bu kod ¢6zme siireciyle orijinal mesaj matrisi 'yi elde ediyoruz.
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Teorem 2.1: n > 1 ve R'nin n 'inci Perrin sayis1 oldugunu varsayalim. Eger

0 1 0 R—5 R—3 R—4 Rn—S Rn—3 Rn—4
Q =10 0 1|,K= R_4 R_z R_3 ,ve Rn = Rn_4 R‘n—Z Rn_3
110 Rz R R Ry—3 Rn-1 Ry
ise
KQ™" =R, (2.1)

esligi tim n € Z% i¢in gegerlidir.

Ispat: Bunu Matematiksel Tiimevarim Ilkesini kullanarak kanitlayalm. n =1 igin
ifadenin dogrulandiginm1 gérmek kolaydir. Teoremin n = k durumu icin gecerli oldugunu

varsayalim, yani:
KQ* =Ry
Simdi, teoremi n = k + li¢in kanitlamaliyiz. Yani:
KQ el = Ry41
Su sekilde yeniden yazilabilir:
KQ**1 = KQ*Q

Timevarim hipotezini ve matris ¢arpimini kullanarak sonucu dogrulamak kolaydir. Yani,

ispat tamamlanmaistir.

Teorem 2.2: n > 1 igin,

det(R,) = 23
dir.
fspat.‘
detR,, = det(KQ™) = det(K)det(Q)"
=23
Teorem 2.2: n > 1 igin,
(Rn)_l =
1 R721—2 - Rn—3Rn—1 Rn—4Rn—1 - Rn—3Rn—2 R721—3 - Rn—4Rn—2
M R721—3 - Rn—4Rn—2 Rn—SRn—Z - Rn—4Rn—3 R721—4 - Rn—SRn—B
Rn—4Rn—1 - Rn—an—3 R121—3 - Rn—SRn—l Rn—SRn—Z - Rn—3Rn—4

Ispat: Bilinen matris tersi alma formiilii kullanarak (R,)~! kolayca elde edilebilir:
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_ 1

-1
(Ro)™ = det(Ry)

adj(Rp).

Ornek: "ALGORITHM" mesajim alarak sifreleme ve desifreleme asamalarini yapalim.

e Adim 1: Mesaj matrisini olusturalim:

Tablo 2.1. ASCII ve 8-Bit Binary Tablosu

Harf ASCII 8 — Bit Binary Harf ASCII 8 — Bit Binary

A 65 01000001 T 84 01010100
L 76 01001100 H 72 01001000
G 71 01000111 M 77 01001101
@) 79 01001111
R 82 01010010
| 73 01001001

A L G] 65 76 71

M=|0 R I = [79 82 73].
T H Mlsws 184 72 77

olusturuyoruz. Her harfin ASCII degerine bagli olarak farkli bir R,, matrisi kullanirsak, her harf
ayr1 bir sekilde sifrelenir ve glivenlik seviyesi ¢ok daha yiiksek olacaktir. "A" harfi i¢in (n =
65), "L" harfi i¢in (n = 76), "G" harfi i¢in (n = 71), "O" harfi i¢in (n = 79), "R" harfi i¢in
(n = 82), "I" harfi i¢in (n = 73) "T" harfi i¢in (n = 84), "H" harfi i¢cin (n = 72), "M" harfi

icin (n = 77) R,, matris gosterimleri:

21252274
R, = Rgs = KQ® = (28153269
37295141

468557684
R, = R,¢ = KQ7° = [620706778
822261415

* Adim 2: Her harf icin ASCII degerinden baslayan Perrin dizisini kullanarak bir matris

49405543 37295141

37295141 28153269 ‘
65448410 10365448410

822261415
1089264462
1442968193

620706778
822261415 |.
1089264462

RG:R71:KQ71:[

1089264462
Ro = R, = KQ7° = |1442968193
1911525877

114853953 201554637
152149094 267003047
201554637 353703731

1911525877
2532232655
3354494070
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152149094]
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2532232655
Rgr = Rg, = KQ® = [3354494070
4443758532

201554637
R, = R,; = KQ73 = 1267003047
353703731

4443758532
5886726725
7798252602

353703731
468557684
620706778

4443758532 7798252602
Ry = Rg, = KQB®* = 5886726725 10330485257
7798252602 13684979327

152149094
RH = R72 = KQ72 = 201554637
267003047

620706778
RM = R77 = KQ77 = 8222614‘15
1089264462

* Adim 3: 1. seviye kodlama:

=

267003047
353703731
468557684

1089264462
1442968193
1911525877

RxM

4443758532

3354494070]
5886726725

353703731

267003047]
468557684

5886726725
7798252602 |.
10330485257

267003047

201554637]
353703731

822261415
1089264462|.
1442968193

Matris ¢arpimui ile her harf i¢in farkli bir kod mesaj1 elde ediyoruz.

6692588545
Ca =Ry XM = (8865792226

6700409754
8876153122

11744674167 11758399432

147554270597
C, =R, xM =[195467791928
258939694030

36168847164
C; = Rg XM = |47913521331
63471902102

343022062525
Co = Rop XM = 454407485958
601961756555

797429548483
Cr = Rgp XM = 1056369242513
1399391305038

63471902102
C; =R, XM = (84082368495
111385423433

1399391305038
Cr =Ry XM = |1853798790996
2455760547551

147726708030
195696222892
259242300630

36211115430
47969514862
63546077738

343422930922
454938523522
602665231552

798361454444
1057603755074
1401026685996

63546077738
84180630292
111515592600

1401026685996
1855965209518
2458630441070

32

8477212595

6399258460 ]
11229915752

186900615919

141087100765]
247590602128

45813515154

34583599402]
60689986209

434491218047

327987716684]
575578318812

1010069536859

762478934731 ]
1338057253543

80397114556

60689986209 ]
106503501363

1772548471590

1338057253543‘
2348126790402



47913521331
Cy =Ry XM =163471902102
84082368495

195467791928
Cy =Ry XM =]258939694030
343022062525

2. seviye kodlama:

47969514862
63546077738
84180630292

195696222892
259242300630
343422930922

P=C+B,

60689986209

45813515154]
80397114556

247590602128

186900615919]
327987716684

"A","L","G", "O", "R", "I", "T", "H","M" harfleri i¢in binary matris B, gosterimleri:

0 1 0] 0
Bs=|0 0 0[.B,=|0
0 1 2l 0
0 1 0 0
Bo=10 1 1[.Bz=]1
1 1 2l 1
01 0 0
Br=|1 0 1|.By=|0
0 0 ? 0

1 0 0 1 0]
1 1|.Bg=]0 0 1.
0 ? 1 1 7]
1 0 0 1 0]
o ol.B;=|0 1 ol
0 ? 0 1 7]
1 0 0 1 0
1 0o|.By=|0 1 1f.
0 ? 0 1 ?

8 bitlik bir binary dizisini 3 X 3 boyutundaki bir matrise yerlestirdigimizden 1 hiicre bos

kaliyor — yani ¢3 3 (matrisin sag alt kosesi). O hiicreyi tamamlamak i¢in *?” eklendi. *?” ASCII

kod tablosunda 63’ e denk gelmektedir.

6692588545
8865792226
11744674167

PA:CA‘l‘BA:

147554270597
195467791928
258939694030

PL:CL+BL:

36168847164
47913521331
63471902103

PG=CG+BG=

343022062525
454407485958
601961756556

P0=Co+B0=

797429548483
1056369242514
1399391305039

PR=CR+BR=

3

6700409755
8876153122
11758399433

147726708031
195696222892
259242300630

36211115431
47969514862
63546077739

343422930923
454938523523
602665231553

798361454445
1057603755074
1401026685996

3

6399258460
8477212595
11229915815

|

141087100765
186900615920
247590602191

45813515155

34583599402‘
60689986272

434491218048

327987716684]
575578318875

762478934731
1010069536859
1338057253606



63471902102
84082368495
111385423433

PI=CI+BI=

1399391305038
1853798790997
2455760547551

PT=CT+BH=

47913521331
63471902102
84082368495

195467791928

63546077739 60689986209
84180630293 80397114556
111515592601 106503501426

|

1401026685997 1338057253543
1855965209518 1772548471591
2458630441070 2348126790465

|

195696222893 186900615919

|

47969514863 45813515154
63546077739 60689986209
84180630292 80397114619

Py = Cy + By = 258939694030

343022062525

259242300631 247590602129
343422930923 327987716747

|

Mesaj1 ¢ozmek i¢in buldugumuz kodlama matrislerini desifrelemenin Adim 1 € = P —

B, ve Adim 2 M = C X R;;!. asamalarin1 inceleyelim:

Adim 1: P, matrislerinden B,,, matrislerini ¢ikartyoruz ve C, matrislerini elde ediyoruz.

6692588545 6700409754 6399258460
Cy =P, — B, =|8865792226 8876153122 8477212595 |,
11744674167 11758399432 11229915752

147554270597 147726708030 141087100765
195467791928 195696222892 186900615919
258939694030 259242300630 247590602128

CL:PL_BL:

34583599402

45813515154}

60689986209
327987716684
434491218047
575578318812

36168847164 36211115430
47913521331 47969514862
63471902102 63546077738

Cc =P; —Bg =

343022062525 343422930922
454407485958 454938523522
601961756555 602665231552

CO=P0—B0=

],

762478934731
1010069536859
1338057253543

|

1338057253543
1772548471590
2348126790402

],

797429548483
1056369242513
1399391305038

798361454444
1057603755074
1401026685996

Cr=Pr—Bgp =

],

63471902102
84082368495
111385423433

63546077738
84180630292
111515592600

60689986209
80397114556
106503501363

CI PI_Blz[

1399391305038
1853798790996
2455760547551

1401026685996
1855965209518
2458630441070

CT:PT_BT:

],

47913521331 47969514862
63471902102 63546077738
84082368495 84180630292

45813515154
60689986209
80397114556

Cy =Py—By =
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Adim 2: Oncelikle R;;* matrislerini yaziyoruz.

1 [-50961 —14273
R;1==§§ 39814  —11147
—14273 25541
—23651 178424
R[1==§§ —-121211 —144862
178424 57213
33562 90775
-1 _
R; = -3 |-87649 —54087
90775 3126
1299635 202075
R51::§§ —323286 —23651
202075  —121211
525361  —97560
R§1::§§ —225726 299635
|—97560 —323286
—144862 33562
Rf1==§§ 57213 —87649
33562 90775
397195 525361
R;1==E§ —622921 —225726
525361  —97560
57213  —87649
-1 _
Ry =33 33562 90775
—87649 —54087
202075  —121211
R&lzzzg —23651 178424
—121211 —144862

[65
79
|84

M=R;1XCA

[65
79
84

M=R'xC(

Simdi R;;?! ile karsilik gelen C,, matrisini garpryoruz.

71]
73
77

76
82
72

71]
73
771

76
82
72

35

~NoXx ~NOoOX

258939694030 259242300630 247590602128

195467791928 195696222892 186900615919]
343022062525 343422930922 327987716684

—14273

39814 ]
—11147

178424

—121211]
—144862

90775

—87649]
—54087

—323286]
202075
—23651 |

—225726]
—97560
299635 |

33562

57213 ]
—87649

525361

—622921‘
—225726

—87649

33562 ]
90775

—23651
—121211].
178424

T o

43X3

ST =79

T =~ =

43X%3



65 76 711 [A L G

M=R;'xC;=179 82 73|=|0 R I
84 72 771 IT H Ml

65 76 711 [A L G]

M=Ry'xCy=|79 82 73|=|0 R I
84 72 771 IT H Ml

65 76 711 [A L G]

M=CyxRg*=|[79 82 73[=|0 R I
84 72 771 It H Ml;g

65 76 711 [A L G]

M=CxR*=|79 82 73[=|0 R I
84 72 771 T H Ml

65 76 711 [A L G]

M=CrxR:'=[79 82 73|=|0 R I
84 72 771 It H Mlss

65 76 711 [A L G]

M=CyxRgt=1(79 82 73|=|0 R 1
84 72 771 IT H Ml

65 76 711 [A L G]

M=CyxRy=179 82 73|=|0 R I
84 72 771 It H Mljs

Buradan desifreleme islemi tamamlanir ve mesaj matrisimiz olan M’yi elde etmis oluruz.

2.2. Affine Cipher Yontemi ile Perrin Dizisi ve Perrin Katsayili Kuaterniyonlari

Kullanarak Sifreleme

Bu kisimda verilen mesajdaki harfi ASCII’den bir polinom kullanarak sifreleyecegiz.
E(x) =a xR, + b modp
Burada R,,, Perrin dizisinin elemanlarini temsil eder. a ve b parametreleri de mesajin
karakterleri ile degisebilir. n ifadesini mesajin ASCII ifadelerine gore degistirerek Perrin

sayilarinda kullantyoruz. Bu sekilde farkli ve ¢oziilmesi daha zor olan bir sifreleme yontemi

elde ediyoruz.

Ornek: "UYGULAMA" mesajim alarak Affine cipher ve Perrin dizisini kullanarak

sifreleyelim ve ardindan geri ¢ozelim.
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Tablo 2.2. ASCII Tablosu

ASCII Harf ASCII
85 A 65
89 M 77
71 A 65
85
L 76

Se¢ilen degerler:
ea=4,b=6,vep = 256 dr.

U->n=85 —-Y; =4 X Rgs + 6 mod256 = 4 X (24015464584) + 6 +
85 mod256

= 96061858427 mod256 = 123 — {
Y->n=89 - Y, =4 XRgy+ 6 mod256 = 4 X (73957919629) + 6 + 89 mod256
= 295831678611 mod256 = 147 - M — "S
G-on=71 -Y; =4X%XR;; + 6 mod256 = 4 X (468557684) + 6 + 71 mod256
= 1874230813 mod256 = 29 — GS

U->n=85 —>Y; =4 XRgs +6 mod256 = 4 x (24015464584) + 6 +
85 mod256

= 96061858427 mod256 = 123 - {
L-on=76 -Y, =4XR;,+ 6mod256 = 4 X (1911525877) + 6 + 76 mod256
= 7646103590 mod256 = 38 = &
A>n=065 57, =4X R+ 6mod256 = 4 x (86700684) + 6 + 65 mod256
= 346802807 mod256 = 119 - w
M->n=77 Yy =4XR;; + 6 mod256 = 4 x (2532232655) + 6 + 77 mod256
= 10128930703 mod256 = 143 - M — "0

A->n=65 ->Y, =4XRs +6mod256 =4 x (86700684) + 6 + 65 mod256
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= 346802807 mod256 = 119 - w

‘UYGULAMA'’ mesajinin sifrelenmis ifadesi buradan  {M-*"SGS{&wM-"Ow’ seklinde
elde edilir.

Desifrelemek i¢in:
ASCII = (Y —a X R, —b) modp
kullaniriz.
{— ASCII =96061858427 — 4 x (2532232655) — 6 mod256
= 85 mod256 =85 - U
M — AS — ASCII = 295831678611 — 4 x (73957919629) — 6 mod256
=89 mod256 =89 —»Y
GS — ASCII = 1874230813 — 4 X (468557684) mod256
=71 mod256 =71 - G
{— ASCII = 96061858427 — 4 X (2532232655) — 6 mod256
= 85mod256 =85 - U
& — ASCIl = 7646103590 — 4 x (1911525877) — 6 mod256
=76 mod256 =76 - L
w — ASCII = 346802807 — 4 X (86700684) — 6 mod256
= 65mod256 =65 - A
M — "0 — ASCII = 10128930703 — 4 x (2532232655) — 6 mod256
=77 mod256 =77 - M
w — ASCII = 346802807 — 4 x (86700684) — 6 mod256
= 65 mod256 = 65 — A
Desifrelemeyi yaptigimizda orijinal mesajimiz olan ‘UYGULAMAy1 elde etmis oluruz.

Ornek: "UYGULAMA" mesajim alarak Affine cipher ve Perrin kuaterniyonlari

kullanarak sifreleyelim ve ardindan geri ¢ézelim.

Sifrelemek igin:
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E(x) = a X R, + b modp

kullaniriz.
Secilen degerler:
ea=2,b=4,vep = 256dir.

U->n=285 >Y; =2XRgs +4mod256 = 2 x (24015464584 +
31813717186i + 42144202443/ + 55829181770k) + 4 + 85 mod256

= 63627434372i + 84288404886j + 111658363540k + 48030929257 mod256
= 132i + 150 + 148k + 105

Y->n=89 - Y, =2X Rgy +4mod256 = 2 X (73957919629 +
97973384213i + 129787101399j + 171931303842k) + 4 + 89 mod256

= 1959467684260 + 259574202798j + 343862607684k + 147915839351 mod256
=42i +174j + 68k + 119

G-on=71 - Y, =2XR,; +4mod256 = 2 x (468557684 + 620706778i +
822261415j + 1089264462k) + 4 + 71 mod256

= 12414135561 + 16445228305 + 2178528924k + 937115443 mod256
= 180i + 78j + 156k + 51

U-n=285 Y, =2 X Rgs + 4 mod256 = 2 x (24015464584 +
318137171860 + 42144202443 + 55829181770k) + 4 + 85 mod256

= 63627434372i + 84288404886j + 111658363540k + 48030929257 mod256
= 132i + 150 + 148k + 105

Lon=76 - Y, =2XR,s +4mod256 = 2 x (1911525877 + 2532232655i +
3354494070) + 4443758532k) + 4 + 76 mod256

= 5064465310i + 67089881405 + 8887517064k + 3823051834 mod256
= 158i + 236j + 136k + 58

A->n=65 >Y, =2XRes +4mod256 = 2 x (86700684 + 114853953i +
152149094/ + 201554637k) + 4 + 65 mod256

= 229707906i + 304298188j + 403109274k + 173401437 mod256
= 130i + 204j + 154k + 93
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Mon=77 - Yy =2xXR,, +4mod256 = 2 x (22532232655 +
3354494070i + 4443758532 + 5886726725k) + 4 + 77 mod256

= 6708988140i + 8887517064j + 11773453450k + 45064465391 mod256
= 236i + 136j + 138k + 239

A->n=65 —>Y, =2XRg +4mod256 = 2 x (86700684 + 114853953i +
152149094;j + 201554637k) + 4 + 65 mod256

= 229707906i + 304298188j + 403109274k + 173401437 mod256
= 130i + 204j + 154k + 93

Desifrelemek icin:
ASCII = (Y — a X R,, — b) modp
kullaniriz.

132i + 1505 + 148k + 105 — ASCII = 63627434372i + 84288404886 +
111658363540k + 48030929257 — 2 X (24015464584 + 31813717186i +
42144202443 + 55829181770k) — 4 mod256

= 85mod256 =85 - U

42i +174j + 68k + 119 — ASCII = 1959467684261 + 259574202798j +
343862607684k + 147915839351 — 2 X (73957919629 + 97973384213i +
129787101399 + 171931303842k) — 4 mod256

=89 mod256 =89 -»Y

180i + 78j + 156k + 51 — ASCII = 1241413556i + 1644522830j +
2178528924k + 937115443 — 2 X (468557684 + 620706778i + 822261415j +
1089264462k) — 4 mod256

=71mod256 =71 - G

132i + 1505 + 148k + 105 — ASCII = 63627434372i + 84288404886j +
111658363540k + 48030929257 — 2 x (24015464584 + 31813717186i +
42144202443 + 55829181770k) — 4 mod256

= 85 mod256 =85 - U
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158i + 236j + 136k + 58 — ASCII = 5064465310i + 6708988140/ +
8887517064k + 3823051834 — 2 x (1911525877 + 2532232655i + 3354494070j +
4443758532k) — 4 mod256

=76 mod256 =76 - L

130i + 204j + 154k + 93 — ASCII = 229707906i + 304298188j +
403109274k + 173401437 — 2 x (86700684 + 114853953i + 152149094; +
201554637k) — 4 mod256

= 65 mod256 =65 - A

236i + 136j + 138k + 239 — ASCII = 6708988140i + 8887517064; +
11773453450k + 45064465391 — 2 X (22532232655 + 3354494070i +
4443758532j + 5886726725k) — 4 mod256

=77mod256 =7 - A

130i + 204j + 154k + 93 — ASCII = 229707906i + 304298188j +
403109274k + 173401437 — 2 x (86700684 + 114853953i + 152149094/ +
201554637k) — 4 mod256

= 65mod256 =65 - A

Desifrelemeyi yaptigimizda orijinal mesajimiz olan ‘UYGULAMA’y1 elde etmis oluruz.
2.3. Multiplicative Perrin Sayilar ve Sifreleme

Multiplicative Kalkiiliis (veya non-Newtonian Calculus) Michael Grossman ve Robert
Katz tarafindan 1960 larda ¢ikarma ve toplamanin rollerini bélme ve ¢arpmaya tasiyarak yeni
bir kalkiiliis kurmasiyla ortaya ¢ikmig bir ¢alisma alanidir. Multiplicative Kalkiiliis 6zellikle

ekonomi ve finans icin yararli bir matematiksel aractir.

Bu kisimda, oncelikle multiplicative kalkiiliiste tanimlanan islemler gz oniine alarak
multiplicative Perrin sayilarini tanimliyoruz ve bazi 6zellikleri sunulacaktir. Bu multiplicative
Perrin dizisi i¢in lireten matrisin n'inci kuvveti belirlenecek ve bu dizinin baz1 temel 6zellikleri

matris yontemleriyle elde edilecektir.
Tanim: n > 1 i¢in multiplicative Perrin sayilarini asagidaki rekiirans iliskisiyle

MR, = MR,_,+.MR,_;
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tanimlanmir. Burada MR,, baslangi¢c kosullart MR, = e3,MR; =1 ve MR, = e? olan

n’inci multiplicative Perrin sayisini belirtir.

Tanim 2.1: n >3 i¢in negatif multiplicative Perrin sayilarin1 asagidaki rekiirans
iligkisiyle
MR_p, = MR_p 43— MR_p 44

tanimlanir. Burada MR,, baslangi¢ kosullart MR, = e3,MR_; = e~ ! ve MR_, = e olan

n’inci multiplicative Perrin sayisini belirtir. Perrin sayilarinin ilk birkag pozitif ve negatif say1

degerlerini tabloda bulunacaktir.

Tablo 2.3. Perrin ve Multiplicative Perrin Sayillarinin Tablosu

MR_, |e3|e 1| e |e?|e3|et|e?|e ]| e

Asagidaki matrisleri tanimlayalim:

1 e e MR, MR, MR,
Q = [ 1 1 al’ldK = MRl MR_l MRO
1 e 1 MR, MR_, MR_,

burada @, multiplicative Perrin dizisi i¢in iirete¢ matris olarak adlandirilir. Buna gore

asagidaki teoremi elde edilecektir.

Teorem 2.3: Her n > 3 degerleri igin,

Qn K= MRn+1 MRn—l MRn

MR, MR,_, MR,_,

MR.., MR, MRn+1‘

burada MR,,, n’inci multiplicative Perrin sayisidir.

Ispat: Bunu n iizerinde matematiksel timevarimla kanitlayalim. Eger n = 3 ise,
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[e?2 e3 1 e e e
1 e 1 €3 |- le e 1]
e3 e e~ ! 1 e e
e, e?+.e 1+.e-,e® e, e +e.el+ee e, 1+.e-.e3+.e- et
=le-,e?+,e-,1+,1-,e% e-,e3+,e-,e ' +,1,e e-,1+,e-,e3+,1-,e7 !
1, e?+,e, 1+,e-,e3 1-,e3+,e-,e+,e-,e 1-,1+,e-, e3+,e- et
[e5 3 g2 MR MR; MR,
= |e2 g2 83] =|MR, MR, MR;]|.
le3 1 e? MR; MR, MR,

bu dogrudur. n = k i¢in gegerli oldugunu varsayalim, yani:

1 e e® [MR, MR, MR, MR.,, MR, MRy,
Qk "% K =\le 1 1 "« MR1 MR_1 MRO = MRk+1 MRk_1 MRk
1 e 1 MRO MR—Z MR_1 MRk MRk—Z MRk_1

Simdi n = k + 1 i¢in dogrulandiginm1 gostermeliyiz. Baska bir deyisle,

Q' K=K~ Q" Q
MRy, MR, MRpy] [1 e e
= |MRy MR, MR, |-,
| MR, MRy_, MR,_,]
[MRyy3 MRyi1 MRyy;]
= [MRgi2 MR, MRy
[MRypy MRy MRy |

dir ve istenilen elde edilmis olunur.
Lemma: Q matrisinin multiplicative determinanti
det(Q) =e-,1-,1-,1-,e-,e+,e-,e,e—1-,1-,e+,1-,1-, 1—e-,1-,e=ce.
dir.
Lemma: n = 3 igin,
det(Q™) =e
Ispat: 1fadesi det(Q™) = [det(Q)]"™ = [e]™ = e buradan agikca goriilecektir.
Lemma: n = 3 igin,

det(K) =e3-,e3-,e3—e1- €3, 1+,1-, 1, e—,e? -, 3 et+,e?!

dir.
Lemma : n > 1 i¢in,

detMR,, = det(K -, Q™) = det(K) -, det(Q)" = e?3 -, e = €23
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Multiplicative Perrin sayilarinin tanimi geregi, asagidaki vektor rekiirans iligkisini

yazilabilecektir:
MRy, MR,
MRn+1‘ =Q MR1]
MR, MR,

Buradan zaman asagidaki teorem ortaya cikar.
Teorem 2.4. n > 2 igin,

MRy 1 e e]® [MR,
MRy | = 1 1| «|MRy

MRn 1 e 1 MRO

Dir.

Ispat: Bunu n iizerinde matematiksel timevarimla kanitlayalim. Eger n = 2 ise,

3L -
RS

M Rn+1
timevarimsal bir argiimanla ve Multiplicative Perrin sayilarinin tanimindan hareketle

MR4]

MR,

MR,

ispat tamamlanur.

Multiplicative Perrin sayilarinin ¢arpimsal toplamini asagidaki gibi ele alalim:

Ny

Sn = Z MRk = MRO+*MR1+*MR2+* +*MRTL
k=0

Daha sonra asagidaki lemma dogrulanacaktir.
Lemma:. n = 3 igin,

S, =e*+,S,_2+.S,_3
Ispat: n iizerinde tiimevarim yapilarak ispat tamamlanir.

Asagidaki matrisleri ele alalim:
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1, 0. 0. O, e 1 1 1 e 1 1 1
A= . 0, 1. L]_le 1 e e T = e3> MR, MR, MR,
0. 1, 0, O, 1 e 1 1| e MR, MR_, MR,
0, 0. 1, O, 1 1 e 1 e MR, MR_, MR_,
e 1 1 1
veB = |5 MBp, MR, MRy,
" |Sw-1 MRy., MR,_, MRy,
Sn—2 MRn MRn—Z MRn—l
Burada S,, = Z;g* MR, dir. Buna gore asagidaki teoremi verilecektir.

Teorem 2.5: n = 3 igin,

A" T =B,
Dir.
Ispat: n = 2 icin,
e 1 1 1 e 1 1 1
1 e3 e? €3 1
. T=l¢ ¢ e .
e 1 e e e 1 el g3
(1 e 1 1 e e® e el
[ e 1 1 1
e> e? e? €3
T led e? 1 e?
[e3 e? e3 1
1, 0, 0. 0.
_|s: MR, MR, MR,
S, MR; MR, MR,
Sy MR, MR, MR,
n = 3 i¢in,
[e 1 1 1 [ e 1 1 1
2 3 2 3
1
Bor=| € e el [0 e e
e e e 1 e 1 e 1 g3
e 1 e el le e e e?
[ e 1 1 1
e® e5> e3 e?
T leS ez o2 3
[e3 e3 1 e2]
(1, 0., 0. 0,
_|S; MRy MR, MR,
=|s, MR, MR, MR.|'
S, MR, MR, MR,

n i¢in gegerli oldugunu varsayalim,
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A*-. T =

e
Sn
Sn—l
Sn—z

1
MRn+2
MRn+1

MR,

1
MR,
MRn—l
MRn—Z

Bunu n + 1 i¢in dogrulayalim. Bagka bir deyisle,

An+1 = A" . T . A

[ e 1

_| 52 MRu
Sn-1 MRy
-Sn—Z MRn
1, 0.

— Sn+1 MRn+3

Sn MRn+2

[Sn-1 MRyyq

= Bniq

istenileni elde etmis oluruz.

1
MR,
MRy,
MR, _,

MRy 44
MR,
MRn—l

1

MRy |

MR,

MR, 4]

MRy 4,
MRn+1

1

MRn+1
MR,
MRn—l
e 1 1 1
e 1 e e
11 e 1 1
1 1 e 1

Ornek: "ALGORITHM" mesajin1 alarak sifreleme ve desifreleme asamalarini yapalim.

* Adim 1: Multiplicative mesaj matrisini olusturalim:

A L G e65 @76 Q71
M=|0 R I|=]e7? e82 ¢73].
T H M e84 @72 77
* Adim 2: MR, = KQ"
n = 3 igin,
e5 e3 e?
MR3=K'*Q3_[e2 e? e3]
e3 1 e?
* Adim 3: Kod mesaj1;
C =M+,MR;
265 76 71 e5 e3 g2
=179 82 73|+, |02 o2 &3
e84 72 Q77 e3 1 e2
651 ,5 76 ,3 71 2
e’>>+.e e’°+.e e~ +,e e65.05 76.p3 Q71.,2
=|e74,e2 e824.e2 e73+4.e3|=]e79-02 82.02 73.3
e84 4 3 7241 77 4 e2 e84.03 o72.1 o77.p2
270 @79 73
= |81 o84 76
287 @72 Q79
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* Adim 4: Kod ¢d6zme mesaj;

M = C—.MR;

e70 @79 73 o5 @3 o2

= |81 o8t 76| [p2 o2 L3

387 e72 e79 e3 1 eZ
e70_ 65 79— .3 o732 [e79/e5 e79/e® e73/e?
= [eB1_,e2 e84 o2 76— o3| =|eBl/e2 eBt/e2 7673,
e _e3 e72_ 1 e—.e2| |e%/e3 e72/1 e79/e?

665 e76 e71' [ A L G

=[e” e e73|=]0 R I

eS4 e72 e77_ T H M

Ornek: "QUADRATIC" mesajim alarak sifreleme ve desifreleme asamalarini yapalim.

* Adim 1: Multiplicative mesaj matrisini olusturalim:

Q U A o8l 85 65
M=|D R A|=1[e® 82 ¢65].
T I C e84 @73 67
* Adim 2: MR,, = KQ"
n = 4 igin,
e’ e? ed
MR, =K -, Q4— eSS e3 g2
e? e? e3
* Adim 3: Kod mesaj1;
C =M+,MR,
e81 85 65 e5 e?2 g5
= |68 82 65|+, |o5 @3 o2
e84 73 67 e2 o2 g3
81 5 85 2,65 5
e’ +.e e’>+,ec e +,e e8l.p5 85.p2 65.,5
— 868+*€5 882+*83 865+*€2 — 668 . es 682 . e3 865 . 82
e84 1 o2 734 o2 67 4 3 e84 .02 73.02 67,43

* Adim 4: Kod ¢6zme mesaji;

M =C-.,MR,
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686 987 e70 eS eZ eS
= e73 685 e67 -, eS 83 eZ
686 6’75 e70 eZ eZ e3

e86_ o5 o87_ o2 p70_ o5 '886/85 e87 /e? e70/es
=le73—,e5 85— 3 67— ¢2|=|e’3 /e5 685/83 e%7 /e?|.
e86— 2 75— g2 70_ o3 | £86 /¢2 e75/ez e70 /3
e81 85 65 Q U A
= [668 e82 o65|=|[D R A4l
e84 73 67 T I C

2.4. Graflarin Matris Gosterimleri ve Perrin Sayilar ile Sifreleme

Graf teori giinliik hayatimizda farkina varmadan da olsa bir¢ok alanda kullandigimiz bir
calisma alanidir. Bu kisimda, 3 diiglimlii yonlii bir graf kullanilarak basit bir Perrin sayilar
kullanilarak sifreleme yontemi ele alinmaktadir. Grafin kenarlari, Perrin dizisinin belirli
elemanlariyla iliskilendirilerek bir doniisiim matrisi olusturulmakta ve bu matris, metin verisini
sifrelemek i¢in kullanilmaktadir. Bu yaklasim, klasik matris tabanl sifreleme yontemlerine
alternatif olarak graf teorisini ve say1 teorisini birlestirerek daha karmasik ve giivenli sistemler

tasarlamaya olanak tanir.

Ornek: "TEK" mesajini alarak verilen 3 diigiimlii yonlii grafi graf tabanli Perrin sifreleme

kullanarak sifreleyelim ve ardindan geri ¢ozelim.

Sekil 2.1. Graf 1

Bu grafin iliski (incidence) matrisi asagidaki sekilde verilir:

1 0 1
A=10 1 1}
1 1 0

Verilen mesaja karsilik gelen diyagonal matris ASCII kodlama sistemine goére sudur:

T 0 O 84 0 O
B=10 E 0|=|0 69 0|
0 0 K 0 0 75
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Birinci seviye sifreleme:

1 0 1 84 0 0 84 0 75
C=AXB=]|0 1 1|x|0 69 0[|=|0 69 75|
1 1 0 0 0 75 84 69 0
Simdi Perrin Matrisi'ni ele alalim.
Ry R, R, 3 0 2
E=|R; R, Rs|=|3 2 5|
Rs R; Rg 5 7 10

Ikinci seviye sifreleme:

84 0 75
R=C+E=|0 69 75
84 69 0

2 s|-|s 71wl
5710 89 76 10

Birinci Sifre Cozme Seviyesinde paylasilan grafin komsuluk matrisi hesaplanir.

R=]13 71 80

89 76 10

87 0 77]

Ikinci sifre ¢ozme asamasinda bu komsuluk matrisi ayn1 mertebeden E matrisi ¢ikarilir

ve C matrisi elde edilir.

C=R-E= [ 69 75] [ ] [ 69 75]
84 69 5 7 10 84 69

Son asamada alict bu matrisi A matrisinin tersiyle ¢arparak mesaji diyagonal matris

biciminde elde eder.

101 11
21 12 % 84 0 75] [84 0 01 [T 0 0

B=A7xC=|-= - - |x|0 6 75=|0 6 o|=l0 F o
N o o 751 lo o «
L2 2 2l

Desifrelemeyi yaptigimizda orijinal mesajimiz olan ‘TEK’ i elde etmis oluruz.

Ornek: "Limit" mesajim alarak verilen 5 diigiimlii yonlii grafi graf tabanli Perrin

sifreleme kullanarak sifreleyelim ve ardindan geri ¢ozelim.
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Sekil 2.2. Graf 2

Bu grafin iliski (incidence) matrisi asagidaki sekilde verilir:

1 0 0 0 1
1 11 00
A=l0 0 1 1 O
0 0 0 0 1
0 1 0 0 1

Verilen mesaja karsilik gelen diyagonal matris ASCII kodlama sistemine gore sudur:

L 0 0 0 O 76 0 0 0 0

0O i 0 0 O 0 105 O 0 0

B=|0 0 m 0 0|=|0 0 109 O 0

0 0 0 i O 0 0 0 105 O

0 0 0 0 ¢t 0 0 0 0 116

Birinci seviye sifreleme:
1 0 0 0 1 76 0 0 0 0
1 11 0 0 0 105 O 0 0
C=AXB=|0 0 1 1 0fx]o0 0 109 O 0
0 0 0 0 1 0 0 0 105 0O
01 00O 1J lO 0 0 0 116J

76 0 0 0 116
76 105 109 0 0
=lo 0o 109 105 o0
[0 o o0 0 11
0 105 0 0 11

Simdi Perrin Matrisi'ni ele alalim.
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Ry Ry R, R; R, 3 0 2 3 2

Rs Rs R; Rg Ry 5 5 7 10 12
E=|Ryy Ry; Ry Ry Ryu|=|17 22 29 39 51 |mod256

Ris Rig Ri7 Rig Ry 68 90 119 158 209

R,o R,1 Ry, Ry3 Ry, 277 367 486 644 853

3 0 2 3 2
5 5 7 10 12
=17 22 29 39 51|
68 90 119 158 209
l21 111 230 132 85J

Ikinci seviye sifreleme:

76 0 0 0 116 3 0 2 3 2
76 105 109 O 0 5 5 7 10 12
R=C+E=|0 0 109 105 O [+|17 22 29 39 51

0 0 0 0 116 68 90 119 158 209
0 105 O 0 116 21 111 230 132 85
76 0 2 3 118 76 0 2 3 118
81 110 116 10 12 81 110 116 10 12
=17 22 138 144 51 |mod256 = |17 22 138 144 51 |
68 90 119 158 325 68 90 119 158 69
21 216 230 132 201 21 216 230 132 201

Birinci Sifre Cézme Seviyesinde paylasilan grafin komsuluk matrisi hesaplanir.

76 0 2 3 118
81 110 116 10 12
R=|(17 22 138 144 51|
68 90 119 158 69
21 216 230 132 201

Ikinci sifre ¢c6zme asamasinda bu komsuluk matrisi ayn1 mertebeden E matrisi ¢ikarilir

ve C matrisi elde edilir.

76 0 2 3 118 [3 0 2 3 2
|81 110 116 10 12| |5 5 7 10 12|
C=R—E=|17 22 138 144 51|—|17 22 29 39 51
68 90 119 158 69J l68 90 119 158 209J
21 216 230 132 201 l21 111 230 132 ss

76 0 0 0 116
76 105 109 O 0
=|0 0 109 105 O
0 0 0 0 116
0 105 O 0 116

Son asamada alict bu matrisi A matrisinin tersiyle ¢arparak mesaji1 diyagonal matris

biciminde elde eder.

51



B=A"1x(C=

76

0
0
0
0

0 0 0 116
105 109 O 0
0 109 105 O
0 0 0 116
105 O 0 116
0 0 O
0 0 O
m 0 O
0 i O
0 0 ¢t

Desifrelemeyi yaptigimizda orijinal mesajimiz olan ‘Limit’ i elde etmis oluruz.
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3. SONUC

Bu ¢alismada, Perrin dizilerinin matematiksel 6zellikleri incelenmis ve bu dizilerin
kodlama teorisindeki potansiyel kullanim alanlar1 arastirilmistir. Calismanin ilk boliimiinde,
rekiirans bagtilarina iligkin temel tanimlar ve teoremler sunulmus; Perrin sayilarina ait
rekiirans bagintis1 tanimlanarak matris gésterimleri ortaya konmustur. Ayrica, kuaterniyon ve
Perrin kuaterniyon kavramlari agiklanmais, grafik teorisine dair temel kavramlarla teorik altyap1

desteklenmistir.

Ikinci béliimde, Perrin dizileri esas alinarak cesitli kodlama ve sifreleme yontemleri
gelistirilmistir. Multiplicative Perrin dizilerinin hem pozitif hem de negatif indeksli bigimleri
tanimlanmis; bu dizilerin karakteristik 6zellikleri analiz edilmistir. S6z konusu dizilerden
yararlanilarak veri kodlama uygulamalar1 gerceklestirilmis ve graflarin matris temsilleri

aracilifiyla Perrin sayilarina dayal sifreleme yontemleri uygulanmigtir.

Elde edilen bulgular, Perrin dizilerinin yalnizca kuramsal acidan degil, ayn1 zamanda
uygulamali kriptografi ve bilgi giivenligi alanlarinda da kullanilabilir oldugunu géstermektedir.
Bu ¢er¢evede, Perrin dizilerinin yapisal 6zelliklerinden yararlanarak daha gelismis kodlama
algoritmalarinin gelistirilmesi miimkiindiir. Gelecekte yapilacak ¢alismalar, bu dizilerin farkli
matematiksel yapilara entegrasyonu ve diger modern kriptografik yontemlerle karsilastirilmast

acisindan onemli katkilar saglayabilir.
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EXTENDED ABSTRACT

Application of Perrin Numbers in Coding Theory

In today's world, with the rapid development of communication technologies and the
growing importance of data transmission and security, the use of mathematical structures in
coding theory and cryptography has become an increasingly relevant field of study. Among
these structures, number sequences defined by recurrence relations are particularly significant
due to their easily analyzable structures and their adaptability to algorithmic processes. This
study focuses on a special type of recursive number sequence known as the Perrin sequence.
The mathematical properties of Perrin sequences are investigated in depth, and their
applicability in the field of coding theory is explored.

The Perrin sequence, first introduced by French mathematician Raoul Perrin, is defined
by the recurrence relation:

R, =Ry 3+ Ry_3

with initial values typically taken as Ry = 3, Ry = 0, and R, = 2. This recursive structure
endows Perrin numbers with a specific regularity, making them suitable for various
mathematical and applied contexts. Unlike more widely studied sequences such as Fibonacci
and Lucas numbers, the Perrin sequence has a notable feature: if n is a prime number, it often
satisfies the condition R,, modn = 0. This property suggests that Perrin numbers may be useful
in primality testing and number-theoretic algorithms.

The first part of this study presents fundamental definitions and theorems related to
recurrence relations. Recurrence relations are mathematical expressions in which each term of
a sequence is defined in terms of previous terms. The matrix representation of such sequences
plays an important role in analyzing their behavior and implementing them efficiently in
algorithms. The Perrin sequence is expressed in matrix form, and its closed-form solution is
explored using characteristic polynomials. These representations facilitate faster computations
and enhance the practical usability of the sequence in algorithmic design.

Additionally, the concept of quaternions and a new structure referred to as Perrin
quaternions are introduced. Quaternions are hypercomplex numbers in four dimensions and are
widely used in 3D transformations and rotations. Perrin quaternions extend this classical
structure by incorporating Perrin numbers into the quaternionic framework, offering a new
perspective that can potentially contribute to encryption algorithms and algebraic modeling in
applied mathematics.

Basic concepts from graph theory are also discussed in the first chapter, as they provide
a theoretical foundation for subsequent applications. The matrix representations of graphs, such
as adjacency and Laplacian matrices, are particularly useful in modeling data structures in
coding and encryption processes. When combined with the numerical structure of a sequence
like the Perrin sequence, these matrix forms provide a meaningful framework for secure data
transformation.

In the second chapter, original coding methods based on Perrin sequences are developed.
Coding theory aims to enable the secure and error-resistant transmission of data using
mathematical techniques. In this context, a new concept referred to as Multiplicative Perrin
sequences is introduced. These sequences represent multiplicative versions of the classical
Perrin sequence, and their positive and negative indexed terms are analyzed in detail. The study
finds that the negatively indexed forms provide insights into the symmetry and inverse behavior
of the sequence, contributing further to its algebraic richness.
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These extended structures are used to construct novel coding algorithms. The algorithms
developed in this study leverage the periodic and recursive structure of the Perrin sequence to
match data blocks with sequence elements. Modular arithmetic is used during encoding,
providing both security and verification capabilities. These algorithms demonstrate the
potential for Perrin-based systems in encoding applications requiring both speed and
robustness.

On the applied side, encryption methods are proposed using the matrix representations of
graphs and Perrin sequences. These methods integrate graph-based data structures with Perrin
numbers to offer dual-layered security mechanisms in both coding and data encryption. For
instance, the adjacency matrix of a graph is modified using elements of the Perrin sequence
through modular operations to produce encrypted data. This approach may be particularly
applicable in areas such as network security, sensor networks, and blockchain technologies,
where secure and structured communication is essential.

In conclusion, this study presents a comprehensive approach to the Perrin sequence,
addressing both its theoretical foundations and applied aspects. The mathematical properties of
Perrin numbers are examined through algebraic and matrix formulations, expanded through
quaternion-based generalizations, and contextualized within graph theory. On the applied side,
the development of coding and encryption methods based on these structures provides
innovative and practical solutions for secure data transmission and integrity.

The results indicate that although Perrin sequences have been less explored compared to
other recursive sequences, they offer unique properties that make them highly suitable for
various applications. In particular, their connection to prime numbers enhances their potential
in cryptographic protocols. Furthermore, their matrix representations allow for efficient
implementation in software and hardware systems, making real-time applications feasible.

Future work may focus on integrating Perrin sequences with other algebraic structures
such as polynomial rings or Galois fields to develop advanced cryptographic systems. In
addition, further analysis of the sequence's randomness properties within the framework of
information theory may yield insights into its suitability for secure key generation. Comparative
studies of Perrin sequences with other well-known recursive sequences in terms of
performance, security, and efficiency would also contribute significantly to the existing
literature.

Beyond its theoretical appeal, the application of Perrin sequences in real-world systems
offers promising interdisciplinary opportunities. In the realm of digital communications, Perrin-
based coding schemes can be integrated into error-correcting codes for wireless and satellite
transmissions, where robustness against noise and interference is critical. Similarly, in
cryptographic systems, the structure of Perrin sequences may be employed in symmetric and
asymmetric key generation, adding an additional layer of unpredictability. In computer science,
the use of Perrin-based algorithms in data compression, watermarking, or steganography can
lead to innovative approaches that balance efficiency and security. Moreover, because of the
recursive and self-referential nature of Perrin sequences, their implementation aligns well with
modern programming paradigms such as functional programming and recursive algorithm
design, making them not only mathematically rich but also computationally feasible for large-
scale applications.

Their deterministic yet nontrivial structure enables secure pattern generation, which can
be leveraged in lightweight cryptography, especially for resource-constrained environments
like IoT devices. As computational demands grow and data security becomes more essential,
further exploration into hardware-optimized Perrin-based cryptosystems could lead to efficient,
scalable, and secure encryption models for future digital infrastructure.
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