ANKARA
HAC!| BAYRAM VELI UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

GAUSS MERSENNE KATSAYILI HiBRIT SAYILAR

SERHAT YILDIRIM

Tez Danmismam
PROF. DR. FATIH YILMAZ

YUKSEK LiSANS
MATEMATIK ANABILIM DALI
CEBIR VE SAYILAR TEORISI BiLIM DALI

MAYIS 2024






GAUSS MERSENNE KATSAYILI HiBRiT SAYILAR

Serhat YILDIRIM

YUKSEK LISANS
MATEMATIK ANABILIiM DALI
CEBIR VE SAYILAR TEORISI BIiLiM DALI

ANKARA HACI BAYRAM VELI UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITiM ENSTITUSU

MAY IS 2024



ETiK BEYAN

Ankara Hact Bayram Veli Universitesi Tez Yazim Kurallarina uygun olarak
hazirladigim bu tez calismasinda; tez iginde sundugum verileri, bilgileri ve
dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar gercevesinde elde ettigimi, tiim bilgi, belge,
degerlendirme ve sonuglari bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu, tez ¢alismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak
kaynak gosterdigimi, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi, bu
tezde sundugum calismanin 6zgiin oldugunu, bildirir, aksi bir durumda aleyhime

dogabilecek tiim hak kayiplarini kabullendigimi beyan ederim.

SERHAT YILDIRIM
(30/05/2024)



TEZ ONAY SAYFASI

Ankara Hac1 Bayram Veli Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii MATEMATIK

Anabilim Dali Tezli Yiiksek Lisans Programi 6grencisi Serhat YILDIRIM
tarafindan hazirlanan Gauss Mersenne Katsayili Hibrit Sayilar Baslikli tez
calismasi

30 / 05 / 2024 — 10:00 tarih ve saatinde yapilan tez savunma simavinda
asagidaki jiiri tarafindan OY BIRLIGI ile YUKSEK LISANS TEZI olarak
KABUL edilmistir.

Kabul Ret

Baskan (Prof. Dr. Naim TUGLU/

Gazi Universitesi):

Uye (Prof. Dr. Fatih YILMAZ/

Ankara Hac1 Bayram Veli Universitesi):

Uye (Dog. Dr. Kadir KANAT/

Ankara Hac1 Bayram Veli Universitesi):



GAUSS MERSENNE KATSAYILI HIBRIT SAYILAR
(Yiksek Lisans)

Serhat YILDIRIM

ANKARA HACI BAYRAM VELI UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
Mayis 2024

OZET

Bu ¢alismada, Gauss Mersenne katsayili hibrit sayilarin tanimi ve bazi karakteristik 6zellikleri
incelendi. Bu baglamda, Uretec Fonksiyonu, Binet formiilii, Cassini, Catalan, Vajda,
D’Ocagne ve Honsberger esitlikleri elde edildi. Harmonik Gauss Mersenne sayilariin tanimi
ve bazi karakteristik Ozellikleri verildi.Son olarak elemanlar1 harmonik Gauss Mersenne
sayilar1 olan min matris ve bazi 6zellikleri verilmistir.

Bilim Kodu : 20401

Anahtar : Hibrit Gauss Mersenne, Urete¢ Fonksiyonu, Binet Formiilii, Cassini Ozdesligi, Catalan
Kelimeler Ozdesligi, Harmonik Gauss Mersenne, Min matris, Permanent

Sayfa : 36

Adedi

Tez : Prof. Dr. Fatih YILMAZ
Danismani



HYBRID NUMBERS WITH GAUSSIAN MERSENNE COEFFICIENTS
(M.Sc. Thesis)

Serhat YILDIRIM

ANKARA HACI BAYRAM VELI UNIVERSITY
THE INSTITUTE OF GRADUATE STUDIES
May 2024

ABSTRACT

In this paper, we consider hybrid numbers with Gaussian Mersenne coefficients and
investigate their interesting properties such as the Generating function, Binet formula, Cassini,
Catalan, Vajda, D’Ocagne and Honsberger identities. Moreover, we illustrate the results with
some examples. The definition and some characteristic properties of harmonic Gauss
Mersenne numbers are given. Finally, Min matrix whose elements are harmonic Gauss
Mersenne numbers and some of its properties are given.

Science : 20401
Code

Key Words : Hibrit Gauss Mersenne, Generating Function Binet Formula, Cassini identity,
Catalan identity , Harmonik Gauss Mersenne, Min matrix, Permanent

Page : 36
Number

Supervisor : Prof. Dr. Fatih YILMAZ



TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimim boyunca engin bilgilerini, degerli yardimlarimi ve
bilimsel yoOnlendirmelerini benden esirgemeyen, harcadigi emek ve verdigi

destekten dolay1 sayin danismanim Prof. Dr. Fatih YILMAZ ’a,

ayrica bilgileriyle yol gdsteren Ankara Hact Bayram Veli Universitesi Polath

Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiindeki tiim degerli hocalarima,

yiiksek lisans egitimim boyunca beni destekleyen ve yardimlarini esirgemeyen
saygideger dostum Ars.Gor.Selin ERDAL OZKAN “ a

hayatimin her doneminde oldugu gibi egitim hayatim boyunca da beni
destekleyen, varliklariyla daima yiiziimi giildiiren ve gii¢ veren canim babam
Muharrem YILDIRIM °‘a, canim annem Nihal YILDIRIM °‘a tesekkiir eder en

icten sevgi ve saygilarimi sunarim.

SERHAT YILDIRIM
ANKARA, MAYIS 2024

Vi



ICINDEKILER

Sayfa
()2 = SRR v
ABSTRACT ..ottt ettt ettt ettt n et st as et an s, v
TESEKKUR ..ottt n st an ettt s st n e Vi
ICINDEKILER ....ooiiceeticieeeecee ettt s st vii
TABLOLARIN LISTEST ....cocviiieteieiirecceeeee ettt viii
SIMGELER ........oiitiiiiieteeis et etessts et esessstsassesessssss s sss s st sesssssssesesesessnsesetesans iX
(] (2 1R 1
2. TEMEL KAVRAMLAR.......cooiiiteistiteeteeeiesssteets s estesens s ssn s sesesaasnens 7
2.1. YIneleme Bagintilart .........cccooeiiiiiiniiiiieiiese et 7
3. HIBRIT GAUSS MERSENNE SAYILARI ......c..ccccooviierriierrreresestese s sesisnsesennes 12
3.1, Yineleme BagIntiSI......coocoiiiiiiiiiiiiieieceee s 12
3.2. Ozdeslikler ve Uygulamalt OrnekIer...........ccovvivrirererersiereiciseienenns 17
4 HARMONIK GAUSS MERSENNE SAYILARI .......cccovvvimininenisresressssienieeas 23
5. MIN MATRISLER VE HARMONIK GAUSS MERSENNE SAYILARI........ 25
B. SONUC ...ttt sttt s s santansees 31
KAYNAKLAR ... s 32
(07776320611, § 15RO 35

Vii



TABLOLARIN LISTESI

Tablo
Sayfa

Tablo 1. Fibonacci Sayilari .....................

Tablo 2. Mersenne Sayilari ....................

Tablo 3. Gauss Mersenne Sayilari..........

Tablo 4. Hibrit Sayilarin Carpim Kural

Tablo 5. Hibrit Gauss Mersenne Sayilari

TabLOSU ..o

viii



SIMGELER
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1. GIRIS

Matematigin en eski alanlarindan biri olan Sayilar Teorisi son yillardaki teknolojik
geligsmeler ve bilgisayar sistemlerinin temelinde sonlu sayida islem yapan makinelerin
gelistirilmesiyle daha fazla uygulama yapilabilir bir alan haline gelmistir. Kullanim
alanlar1 olarak giliniimiizde takvim hesaplamalari, iletisim sistemlerinin ag tasarimlari,
yiiksek hizli bilgisayar mimarisi ve giivenilir sifreleme sistemlerinin olusturulmasi

Sayilar Teorisinin uygulama alanlarina 6rnek olarak gosterilebilir.

Bu alanin gelismesine Euclid, Fermat, Euler, Lagrange, Diophantus ve Gauss gibi
matematikgiler dnemli katkilarda bulunmuslardir. 1680 yilinda Paris G6zlemevi’nin
yoneticisi olan Giovanni Domenico Cassini tarafindan bu alanda sik¢a kullanilan
Cassini formiilii kesfedilmis ve Robert Simson tarafindan 1753 te kanitlanmustir,
Catalan 6zdesligi, Ekim 1879 tarihli 6zel arastirma notu olan "Sur la série de Lame¢"
den alinan bilgiye gore adin1 Eugéne Catalan dan (1814-1894) almistir. Ancak
0zdeslik, toplu ¢alismalarinin bir pargasi olarak Aralik 1886 ya kadar basili olarak
ortaya ¢ikmamustir [Catalan, 1886]. Macar-Ingiliz matematik¢i Steven Vajda (1901—
1995), Fibonacci sayilart lizerine kendi adimi tasiyan Ozdesligi igeren bir kitap
yayinlamistir. Bununla birlikte, 6zdeslik daha 6nce 1960 yilinda Dustan Everman
tarafindan The American Mathematical Monthly de 1396 numarali problem olarak

ve 1901 yilinda Alberto Tagiuri tarafindan yaymlanmaigtir.

Cassini ve Catalan 6zdeslikleri, Fibonacci sayilar1 i¢in matematiksel 6zdesliklerdir.
Catalan 6zdesliginin 6zel bir durumu olan Cassini 6zdesligi, n-inci Fibonacci sayisi

F, = 0, F;, = 1 baslangig¢ kosullari ve V n € Z i¢in
Fn1Fny1 — Fn2 =(-D"
seklindedir [Catalan, 1886].
Catalan 6zdesligi, Cassini 6zdesliginin V n,r € Z* U {0} ve n = r i¢in
E} = By yFoyr = (F)"TE?
seklinde bir genellestirilmesidir [Catalan, 1886].

Cassini 6zdesliginin bagka bir genellemesi olan D’Ocagne 6zdesligi Philbert Maurice

tarafindan kesfedilmistir. Bu 6zdeslik V n,m € Z* U {0} ve m > n igin



FpnFrs1 — FpyiFn = (F D" By
seklindedir [Humbert, 1939].
n-inci Fibonacci sayisi igin Vajda 6zdesligi, V n,i,j € Z* U {0} i¢in
FryiFnyj — FoFpgivj = (FD"FF
seklindedir [Vajda, 1989] .

Son zamanlarda, karmasik sayilarin bir genellemesi olarak diisiiniilebilecek ve

karmasik sayilarin bir kombinasyonundan olusan hibrit sayilara biiyiik bir ilgi vardir.

M. Ozdemir [Ozdemir, 2018] tarafindan hibrit sayilar karmasik, hiperbolik ve dual
sayilarin bir genellemesi olarak tanimlamistir. Hibrit sayilar hakkinda detayli bilgi

Tanim 2.5. de verilecektir.

C. Kizilates [Kizilates, 2020], hibrit sayilarin bazi genellestirmeleri olan g-hibrit

Fibonacci ve g-hibrit Lucas sayilarinin tanimlarini sirasiyla
HF, (a;q) = an—l[n]q +a[n+1] i+ a™n + 2] e+ a™?[n + 3] h
ve

[Zn]q " [2n + Z]q _ . [2n + 4]q '3 [2n + 6]q
+ ———i+a"t———— e+ o ——h
[n]q [n+ 1]q [n+ Z]q [n+ 3]q

HL, (a; q) = a®

seklinde vermistir.

E. G. Koger ve H. Alsan [Koger ve Alsan, 2021], p > 0 ve n > p igin n-inci hibrit

Fibonacci ve Lucas p-sayilarini sirasiyla

HE, n(n) = Fpp(n) +iF,,,(n+ 1) + €F,,,(n + 2) + hF, ,(n + 3)
ve

H Ly m(M) = Ly(n) + ilyn(n+ 1) + €Ly, (n + 2) + hLy, (0 + 3)
sekline tanmimlamiglardir.

Z. Isbilir ve N. Giirses [Isbilir ve Giirses, 2021], V n € N i¢in n-inci pentanacci hibrit

say1sini V€ n-inci pentanacci Lucas hibrit sayisini sirasiyla
ﬁn = Py + Ppyqi + Ppype + Ppysh

ve



Ly =Ly + Lpysi+ Lyyo€ + Lpysh
seklinde tanimlamislardir.

Y. Alp ve E.G. Koger, [Alp ve Koger, 2021], n = 1 i¢in n-inci hibrit Leonardo

sayisini
HL, = Le, + Le, 11+ Le, o6 + Ley,sh
seklinde tanimlamislardir.

Y. Soykan ve E. Tasdemir, [Soykan ve Tasdemir, 2021], n-inci genellestirilmis

tetranacci hibrit sayilarini
HV, = Vo + Vigai + Vo6 + Vipy3h
seklinde tanimlamislardir.

E. Ozkan ve M. Uysal, [Ozkan ve Uysal, 2021], n = 0 icin Mersenne-Lucas hibrit

sayilarini
mhy, =my, +im, 1 + EMyyp + hmy 3
seklinde tanimlamislardir.

Mersenne, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas hibrit sayilart arasindaki bazi 6zellikleri

[Tasc1 ve Sevgi, 2021] de verilmistir.

Kombinatoryal say1 teorisinde biiylik bir 6neme sahip olan harmonik sayilar, ilk n
dogal sayinin 1 e boliinerek bir dizide bir araya getirilmesi ve bu dizideki her sayinin

toplanmastyla elde edilir, yani n-inci harmonik say1 H,,

Hy=1+2+=+ +1—Zn:1
203 no Lk

seklinde tanimlanir.
n = 1licin H,

S(n+1,2
y =3+ 12)

n n!

burada S(n, 2) birinci tiir Stirling sayisidir[Benjamin, Preston, Quinn, 2002].



Harmonik sayilarin bazi 6zelliklerine asagidaki sekildedir.
-1
Hk = an -
1 (1.2)

S

&
1l

Z H’ =M+ DH > — 2n+3)H,pq +2n+2

k=1
S (m+Dm+2) n%—3n—7 n% —9n —10
Z kHy" = 2 1 — an+1 A —
(12)
(1.3)
f (x) in fark operatorii
Af(x) = f(x +1) = f(x) (1.4)
dir. Ayrica anti fark operatorii toplam 6zelliklerine sahiptir.
b b
z u(x)Av(x)8, = u(x)v(x)|2*t — z Ev(k)Au(x)d, (1.5)
a a

Burada Ev(x) = v(x + 1) dir [Tuglu, Kizilates, Kesim, 2015].

_[K b
M= [bT c]
seklinde bir kare matris olarak tanimlanmistir. Burada K, n X n tipinde tekil olmayan

matris ve b, n X 1 tipinde bir matris ve c bir reel sayidir. M matrisinin tersi

1 1 (1.6)
K1'+-K WK1 —=K'b
M—l — ll l
—"ZbTKjl c

dirve l = ¢ — bTK~1b dir [Bahsi, 2016].

Bir matris normu tanimlamanin birkag¢ farkli yolu vardir, ancak hepsi ayni belirli

ozellikleri tagir. Oyle ki A = (a;;) bir n x n tipinde matris olsun A nin £, normu

n n
lAll, = ZZlaul

i=1j=1

4



dir. Ozel olarak p = 2 secilecek olursa bu norma Frobenius veya Oklid normu (1.7)

denir ve [|A||g ile gosterilir.

A nin spektral normu

IlAll, = /max A (1.8)
1<isn

dir. Burada 4;, AA" matrisinin 6zdegeri ve A¥, A matrisinin eslenik transpozesidir.

Frobenius ve spektral norm arasinda
1
Vn

1.9
14llg < I1All, < I4llg (1.9)

seklinde bir iliski vardir.

Birgok aragtirmact matris normlarini hesaplamakla ilgilenmektedir. Yazarlar
[Graham, Knuth, Patashnik, 1989], [Tuglu, Kizilates, Kesim, 2015], [Petroudi, Pirouz,
2015] ve [Petroudi, Pirouz, Akbiyik, Yilmaz, 2022] ¢alismalarini sirkiilant matrisler
tizerinde yapmustir. [Yamag Akbiyik, Akbiyik, Yilmaz, 2021] yayininda yazarlar

n . - .. N C e Hy. .
H = [Hkij] ile belirli n x n tipinde ve onun Hadamard iistel matrisi e°? = e *ij

Il j=1
dir, k; ; = min(i, j) ve H,, n-inci harmonik sayidir, bu matrislerin determinantlari,
tersleri ve bu matrislerin spektral normu i¢in bazi {ist ve alt sinirlar elde etmislerdir.
C.J. Harman [Harman, 1981] calismasinda harmonik Pell sayilarini tanimlamis ve
elemanlart harmonik Pell sayilari olan bir simetrik matris ailesi ve onun Hadamard
iistel matrisini olusturmus ve bazi lineer cebirsel 6zelliklerini incelemistir.
n X n tipinde A = (a;;) matrisinin determinant: ve permanenti sirastyla

n

det(d) = ) sgn@) | | awo

i=1

ve

n
per(4) = Z 1_[ Aio(i)
OESy =1

dir. Burada S,, n-inci dereceden simetrik grubu temsil eder. R.A. Brualdi, P.M. Gibson

[Brualdi, Gibson, 1977] ¢aligmalarinda matrisin permanentini hesaplamak i¢in



daralma(contraction) metodu olarak adlandirilan bir yontem tanimlamislardir. Bu

yontem asagidaki sekilde 6zetlenebilir. A = (a;;), m X n tipinde satir vektorleri
T, 12, s Tin

olan bir matris olmak iizere A, eger k siitunu tam olarak iki adet sifir olmayan eleman
igeriyorsa bu siitun lizerine daralabilir. Yani a;; # 0, aj, # 0 ve i # j olmak lizere i
ve j satirlarina gore k siitunu tizerine A nin daralmasi A matrisinde j-inci satir ve k-
inci siitun silinip i-inci satir yerine aj,7; + a;7j yazilarak elde edilen (m — 1) X (n —
1) tipindeki A;;,, matrisine i ve j satirlarina gore k siitunu iizerine A nin daralmasi

denir. Eger ay; # 0, ay; # 0 vei # j olmak lizere i Ve j slitununa gore k satir1 iizerine

T g . . .
A nin daralmasi Ay.;; = [AiTj: k] matrisidir. Biliyoruz ki eger A bir tamsay1 matrisi ve

B matrisi A matrisinin bir daralmasi ise
perA = perB
dir.

Bu tezin ilk kisminda temel bilgiler ve bazi say1 dizileri ile ilgili temel tanimlar
verilecektir. Ikinci kisimda hibrit Gauss Mersenne sayilari tanimlanacak ve bu
sayilarin iirete¢ fonksiyonu verilip buradan yararlanilarak Binet formiilii elde
edilecektir. Hibrit Gauss Mersenne sayilarinin Binet formiiliinii kullanarak Cassini,
Catalan, Vajda, D’Ocagne, Honsberger 6zdeslikleri, bu 6zdesliklerle alakali 6rnekler
verilecektir. Daha sonra hibrit Gauss Mersenne sayilari ile ilgili toplama formiilii
verilip liglincli kisminda harmonik Gauss Mersenne sayilar1 ve bazi karakteristik
ozellikleri incelenecektir. Dordiincti kisimda elemanlari harmonik Gauss Mersenne

sayilart olan min matrisler ile ilgili baz1 6zellikler

elde edilmistir.

(1.10)



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Yineleme Bagintilari

Tanim 2.1

Dizideki herhangi bir terimi kendisinden Onceki terimleri kullanarak ifade
edebilmemizi saglayan bagmtilara yineleme bagintist denir. ag,aq, asy, ..., ay, -
sonsuz bir dizi, k€ N sabit ve f:NxZF—R  bir fonksiyon olsun.
ay, a1, a,, ..., Q1 baslangic degerleri olmak lizere ve V n = k i¢in

an = f(an An-1,An-2,An-3, -, An—) (2.1)

fonksiyonuna k. mertebeden yineleme bagintist denir. Dizinin diger tiim elemanlari

(2.1) denklemi ve ay, a4, a, ..., ai_, baslangig¢ kosullari ile belirlenir [Koshy, 2001].
Tanim 2.2

Her n > 2 i¢in E, = F,_; + F,_, yineleme bagmtisina ve F, =0, F; =1
baslangi¢ kosullarina sahip olan (F,) dizisi, Fibonacci say1 dizisi olarak adlandirilir.

Burada E, sayisina n-inci Fibonacci sayisi denir.
Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi

x2—x—-1=0 (2.2)
bigimindedir [Koshy, 2001].

Bazi Fibonacci sayilar1 Tablo 1 de verilmistir.

Tablo 1: Fibonacci Sayilari



Tanim 2.3.

Mersenne sayilar1 My = 0, M; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve V n € Z* U {0} i¢in

seklinde tanimhidir [Koshy ve Gao, 2013].

Ayrica Binet formiili

Mpy2 = 3Mp4q — 2My

M, =2" -1

seklinde de ifade edilir [Koshy ve Gao, 2013].

Bazi1 Mersenne sayilar1 Tablo 2 de verilmistir.

n 0 2 3 4 5 6 7
M, 0 3 7 15 31 63 127
Tablo 2: Mersenne Sayilari
Tanim 2.4.

Gauss Mersenne sayilart GM, = _71 , GM; = 1 baslangig kosullar1 ve V n € Z* — {1}

i¢cin

seklinde tanimlidir ve

GMn = SGMTl—l - ZGMTI—Z

esitlikleri de gecerlidir [Tasc1, 2021].

Bazi1 Gauss Mersenne sayilar1 Tablo 3 de verilmistir.

GM, = M, — iM,,_,

GM, = 2GM, + 1 +1i

4

GM,, | =i/,

3+

7+ 3i

15+ 7i

31+ 150

63 + 31i

127 + 63i

Tablo 3: Gauss Mersenne Sayilari




Tanim 2.5.
Hibrit sayilar kiimesi K ile gosterilir [Ozdemir, 2018].
K={a+bi+ce+dh:ab,c,d€ER, i?=-1,¢2=0, h? =1, ih=—hi=
€+ i}
olarak tanimlanir. Bu say1 kiimesi, dortlii bir dizi olarak distiniilebilir ve reel,
kompleks, dual ve hiperbolik birimler sirasiyla

1=(1,0,0,0), i =1(0,1,0,0), e = (0,0,1,0), h =(0,0,0,1)

olarak tanimlanir. Bu birimler hibrit birimler olarak adlandirilir. Z = a + bi + ce +
dh, hibrit sayisi i¢in a gercek sayisi skaler kisim olarak adlandirilir ve S(Z) olarak
gosterilir. bi + ce + dh kism1 vektorel kisim olarak adlandirilir ve V(Z) ile gosterilir.
Hibrit sayilar birlesme O6zelligine sahipken degisme Ozelligine sahip degildir, bu

asagidaki hibrit sayilarin ¢carpma islemi ile ilgili tabloda acgik¢a goriiliir.

X 1 i € h
1 1 i € h
i i -1 1-h e+i
€ € h+1 0 —&
h h —&—1 € 1

Tablo 4: Hibrit Sayilarin Carpim Kural Tablosu
Tanim 2.6.

k-Mertebeli lineer homojen (sabit katsayili) yineleme bagntisi ¢y, ¢y, ..., ¢, € R ve

cx # 0 i¢in
Ap = C10p_1 + Co0p_o + -+ + Oy

Seklinde tanimlanmustir.



Tanim 2.7.
a, = C10y_1 + Ca,,_, Yineleme bagmtisinin karakteristik denklemi
r2—cr—c,=0
dir. Bu denklemin kokleri @ ve  olmak {izere genel ¢oziimii
a, =ca"+d
dir. Bu denklemde c ve d sabit sayilardir [Koshy, 2001].
Tanim 2.8.

Lineer homojen denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan ve Fransiz matematik¢i
Abraham De Moivre tarafindan bulunan kavram Fibonacci yineleme bagintisinin

¢Oziimiinde de kullanilmistir. ag, a4, a,, ..., a,, reel sayilar olmak iizere
g(x) = ag+ a;x + azx? + -+ ax™ + -

fonksiyonu {a,} dizisinin tirete¢ fonksiyonu olarak adlandirilir. Ayn1 zamanda iireteg

fonksiyonu a,, a,, ..., a, sonlu dizisi i¢in de
g(x) = ag+ a;x + azx® + -+ ax"

seklinde ifade edilir.

n

=1+x+x24-+x"1

x—1

dir.

fx) = i a,x",
n=0

90 = > by
n=0

iki tirete¢ fonksiyonu olmak iizere n = 0 i¢in a,, = b,, ise bu iirete¢ fonksiyonlari esittir

denir.

10



Not 2.1.

=1+4ax+a*x*+--+a"x"+ -,

1—ax

1
——=1+x+x*+-+x" 4+
1—x

fG) +9() = ) (an+bx™,

fg(x) = i (i aibn_i> X"

n=0 \i=0

ifadeleri iirete¢ fonksiyonlarinda islem yaparken sik¢a kullanilan ifadelerdir.

Tanim 2.9.

Fibonacci say1 dizisinin Binet formiilii a = (1 + \/g)/Z , B = (1 — \/g)/Z olmak
lizere Vn € N i¢in
a — ﬁn

a—p

Ey

dir [Koshy, 2001].
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3. HIBRIT GAUSS MERSENNE SAYILARI

Bu boliimde, Hibrit Gauss Mersenne sayilarmin tanimi ve bununla ilgili treteg

fonksiyonu, Binet formiilii ve ispatlar ile birlikte baz1 6zdeslikler verilecektir.
Not 3.1.

Binet formiiliinde verilecek olan A ve B esitlikleri tezin bu boliimiiniin tamami i¢in

gecerlidir.
3.1. Yineleme Bagintisi
Tamm 3.1.
Hibrit Gauss Mersenne sayilar1 V n € Z* U {0} i¢in
HGM, = GM, + GM,.,i + GM,,, ¢ + GM,,sh (3.1)
ile tanimlanir. Burada HGM,, , n-inci Gauss Mersenne Katsayili hibrit sayidir.

Tanim 3.2.
n-inci hibrit Gauss Mersenne sayillart HGMy, = 1 + gi + 66 + 6h ve

HGM; = 3 + 10i + 14¢ + 12h baslangic kosullari ile n = 2 i¢in
HGM,, = 3HGM,,_, — 2HGM,,_, (3.2)
seklinde yineleme bagintisi verilir.

Baz1 hibrit Gauss Mersenne sayilar1 Tablo 5 de verilmistir.
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n HGM,,
0 1+ %i + 6 + 6h

1 3+ 10i + 14¢ + 12h

2 7 + 23i + 30¢ + 24h

3 15 + 49i + 62¢ + 48h

4 31+ 101i + 126¢ + 96h

5 63 + 205i + 254¢ + 192h
6 127 + 413i + 510¢ + 384h
7 255 + 829i + 1022¢ + 768h

Tablo 5: Hibrit Gauss Mersenne Sayilari
Teorem 3.1.
n = 2 igin
3HGM,,_4 —2HGM,,_, = GM,, + GMy.,i + GM,,, ¢ + GM,.3h
dir.
ispat
(3.1) ve (3.2) ile verilen esitliklerden ve Tanim 2.4 den yararlanarak
HGM, = GM, + GM,,,i + GMy,, € + GM,,3h
=3GM,,_, — 2GM,,_,

+(3GM,, — 2GM,,_4 )i

+(3GM, 11 — 2GM,, )¢

+(8GMp12 — 2GMp41 )

seklinde yazariz. n — 1-inci ve n — 2-inci Hibrit Gauss Mersenne sayilari
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HGM,_, = GM,_, + GM,i + GMy,, & + GMps h
HGM,_, = GM,_, + GM,_,i + GM, & + GMp1 h

seklindedir. Bu ifadeleri kullanarak v n € Z* — {1} i¢in Gauss Mersenne katsayili

hibrit sayilara ait yineleme bagintisini
HGM, = 1 + Zi+ 6+ 6hve HGM; = 3 + 10i + 14 + 12h

baslangi¢ kosullari ile
HGM, = 3HGM,,_y —2HGM,,_, = GM,, + GM, 11 + GM,,, ¢ + GM,,3h
seklinde yazilir. Ispat tamamlanur.
Lemma 3.1.
vn € Z*U{0} igin
HGM, = 2HGM,,_; + (1 + 3i + 2¢)
dir.
Ispat
vn € Z*u{0}i¢in GM,,,; = 2GM,, + 1 + i kullanilarak
HGM, = GM, + GM, i + GMy,, ¢ + GM,,3h
= 2HGM,,_; + (1 + 3i + 2¢)
elde edilir.
Hibrit Gauss Mersenne sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu asagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 3.2.
n = 0 i¢in,

(1+§i+6e+6h)+(§—4e—6h)x
1—3x + 2x2

90 = ) (HGM, )x" =
n=0

dir.
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Ispat
Ilk olarak
g(x) = HGM, + HGM;x + HGMyx*+...+HGM,x™ + ---
yazilir ve
—3xg(x) = —3HGMyx — HGMx? — 3HGMyx3—...—3HGM,,_x™ — -+
2x%g(x) = 2HGMyx? + 2HGMx3 + 2HGM,x*+... +2HGM,,_,x™ + ---
elde edilir ve yukaridaki esitlikler kullanilarak
(1—3x + 2x2)g(x) = HGM, + (HGM, — 3HGM,)x
+(HGM, — 3HGM, + 2HGM,)x?

+(HGM; — 3HGM,, + 2HGM,)x3

+(HGM,, — 3HGM,_, + 2HGM,,_,)x" +

olur. Sonug olarak, iirete¢ fonksiyonu

HGM, + (HGM, — 3HGM,)x
(1 —3x+ 2x?)

gx) =

14+2i+6c+6h)+ (= —4e—6h)x
(1+3 )+ (5 )
B 1 —3x + 2x2

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3. (Binet formiilii)
A=2+2i+8e+6h B =—1-3i— 2¢ deerleri ve V n € Z* U {0} igin
HGM,, = A2" + B

dir.
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Ispat

Ureteg fonksiyonu tanimi ve hibrit Gauss Mersenne sayilarmimn tanimindan

yararlanarak,

HGM, + (HGM, — 3HGM,)x
(1—-3x+ 2x?)

glx) =

1+2i+6e+6h)+ (= —4e—6h)x
(1+3 )+ (5 )
1—3x + 2x2

4 B
“O-20 " d=»

ifadesinin saglandigini biliyoruz. Burada A = 2 + ?i +8¢+6h ve B=—-1-3i—

2¢ dir. Boylece g(x) yeniden yazilirsa

(1+§i+6e+6h)+(‘7i—4e—6h)x

1—3x+ 2x2
13 .
(2+7l+88+6h ) (-1 —3i —2¢)
r 1—2x 1—x
_ (z Az ) + (z an)
n=0 n=0
= ) (42" + By
n=0
dir. Buradan
g0x) = Z(AZ” + B)x™
n=0
dir.
Yani

HGM, = A2" + B

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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Ornek 3.1
Binet formiiliinii kullanarak, n = 3 igin

HGM; = A23 + B

=(2+12—3i+8$+6h>23—1—3i
—2¢
= 15+ 49i + 62¢ + 48h
sonucu elde edilir.
3.2. Ozdeslikler ve Uygulamali Ornekleri
Teorem 3.4. (Cassini 6zdesligi)
Vn € Z" igin
HGM,,_HGM,,, — HGM? = 2"BA — 2" AB
dir.
Ispat
HGM,_{HGM,,, — HGM? = (A2™" ' + B)(A2"*1 + B) — (A2™ + B)(A2™ + B)
= 22"A% + 2" TAB + 2"*1BA + B?
—22MA%2 — 2"AB — 2"BA — B?
= 2" 1AB + 2"*1BA — 2"AB — 2"BA
= AB(2""1 —2™) + BA(2"*1 — 21)
= 2"BA - 2""1AB

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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Ornek 3.2.
Cassini Ozdesliginde n = 3 i¢in

HGM,HGM, — HGM? = 23BA — 22AB

—23( 39 0l g +5h>
- A

22( AL 17h>
2 Tt

= —78 — 26610 — 120 + 108h
sonucu elde edilir.
Teorem 3.5. (Catalan 6zdesligi)
vn,r €Z"U{0}ven =rigin
HGM,,_,HGM,,,, — HGM? = 2"""(1 — 2")[AB — 2" BA]
dir.
Ispat
Binet formiilii g6z oniinde bulundurularak
HGM,_,HGM,,,, — HGM? = (A2"™" 4+ B)(A2™*" + B) — (42™ + B)(A2™ + B)
= 2?2MA% + 2" TAB + 2"*"BA + B?
—2%"A%2 — 2"AB — 2"BA — B?
=2""TAB + 2™"BA — 2"AB — 2"BA
= AB(2™ (1 —-2")) + BA(2"(2" — 1))
= 2"""(1 = 2")[AB — 2" BA]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Ornek 3.3.
Catalan 6zdesliginde n = 3 ve r = 1 alinirsa,

HGM,HGM, — HGM? = 22(1 — 2)[AB — 2BA]

— _224B + 23BA

—23( 39 681, g +5h)

= 2 2 l &

22( P U 17h)
2 2 l &

= —78 — 2660 — 120¢ + 108h

sonucu elde edilir.

Teorem 3.6. (Vajda 6zdesligi)

vn, 1,k € Z* U {0} i¢in

HGM,  HGM ;. — HGM,HGM,, ., = 2"(2" — 1)[AB — 2¥BA]

dir.

ispat

Binet formiilii g6z oniinde bulundurularak

HGM,, HGM, ), — HGM,HGM, ;. = (A2™" + B)(A2"** + B)

—(A2™ + B)(A2™Ttk + B)

— 22n+r+kA2 + 2n+rAB + 2n+kBA
+ B?

_22n+r+kA2 —2"AB — 2n+r+kBA
— B2

= 27T AB + 2"KBA — 2" AB
_ 2n+r+kBA

=2"(2" — 1)AB — 2"*¥(2" — 1)BA
= 2"(2" — 1)[AB — 2¥BA]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Ornek 3.4 Vajda 6zdesliginden = 2, r = 1ve k = 1 igin

HGM;HGMs — HGM,HGM, = 22(2 — 1)[AB — 2BA]

= 224AB — 23BA
39 61
,( 39 11
-2 <—7+7l—68—17h>]

= —(—78 — 266i — 120¢ + 108h)
=78+ 266i + 120 — 108h

sonucu elde edilir.
Teorem 3.7. (D’Ocagne ozdesligi)
v n,m € Z* U {0} igin
HGM,,HGM, .1 — HGM,,HGM,,, .; = (2™ — 2"™)[2BA — AB]
dir.
ispat
Binet formiilii goz 6niinde bulundurularak
HGM,,HGM,, .1 — HGM,HGM,,,; = (A2™ + B)(A2™*! + B)
—(A2™ + B)(A2™*1 + B)

— 2n+m+1A2 + ZmAB + 2n+1BA
+ B?

_2n+m+1A2 _ ZnAB _ 2m+1BA
— B2

= 2MAB + 2"*1BA — 2"AB
_ 2m+1BA

— (Zm _ Zn)AB _ (2n+1 _ 2m+1)BA
= (2" — 2™)[2BA — AB]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Ornek 3.5
D’Ocagne 6zdesliginde n = 3 ve m = 2 i¢in

HGM,HGM, — HGM;HGM; = (23 — 22)[2BA — AB]

— 22[2BA — AB]
—23( 39 0l g +5h>
= 2 2 l &
22( L 17h>
2 2 l &

= —78 —266i — 120¢ + 108h
sonucu elde edilir.
Teorem 3.8. (Honsberger 6zdesligi)
vn,m € Z* U {0} i¢in
HGM,HGM,, — HGM,,,1HGM,, ., = 2""™(542) + 2"(3AB) + 2™(3BA) + 2B?
dir.
Ispat
Binet formiilii goz 6niinde bulundurularak
HGM,HGM,,, — HGM,,,{HGM,,,1 = (A2" + B)(A2™ + B)
+(A2™*1 + B)(A2™*1 + B)
= 2"MAZ 4 2"AB + 2™BA + B?
+2nHmt242 4 2nH1AB + 2M*1BA + B2
= 2"*™M(542) + 2"(3AB) + 2™(3BA) + 2B*

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Hibrit Gauss Mersenne sayilari i¢in toplama formiilii asagidaki teoremde ifade

edilmistir.
Teorem 3.9.

n

7
ZHGM" =HGMy,; —(n+ 1)1 +3i+2¢)— (1 +Ei+6e+6h)
k=0

seklindedir.

Ispat

Lemma 2.1 i kullanarak
HGM, = 2HGM, + (1 + 3i + 2¢)
HGM, = 2HGM, + (1 + 3i + 2¢)

HGM; = 2HGM, + (1 + 3i + 2¢)

HGM, 1 = 2HGM,, + (1 + 3i + 2¢)

n n+1
ZZ HGM, = Z HGMy — (n + 1)(1 + 3i + 2¢)
k=0 k=1

n
- z HGM,, — (n + 1)(1 + 3i + 2¢) — HGM,
k=0

+ HGM,,,

dir. Yani

n
7
HGM, = HGM,,; —(n+1)(1 +3i+2e) — (1 +§i + 6¢ + 6h)
k=0

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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4. HARMONIK GAUSS MERSENNE SAYILARI

Bu béliimde, harmonik Gauss Mersenne sayilarinin tanimi ve bununla ilgili bazi

karakteristik sonuglar verilecektir.
Tamim 4.1.

M, k-inci Mersenne sayisi olmak lizere GM,,, n-inci harmonik Gauss Mersenne sayisi

= 1
S
k=1Mk + le_1

dir.
Teorem 4.1.
k =0 igin
n-1 n-1
ZGMR :nGM"_ZGk]\;_l
k=0 k=o Kl
dir.
Ispat
(1.5) den u(k) = GM,, ve Av(k) = 1icin v(k) = k, Au(k) = GMl,m ve
Evik)=k+1
dir. Bu bilgiler 1s181nda
n-1 n-1
Z(G]Mk =n(G1Mn—szA;-1
L £y GV (4.11)
esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.2.
k = 0 i¢in,
n-1 n-1
Z((G:Mk)z = nGM,,* — Z frl (ZGMk - )
e e, GMy 41 GMj 41 (4.1.2)
dir.
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Ispat

(1.5) dan u(k) = GM,,? ve Av(k) = 1 icin v(k) = k,

1 1 . . 5
Au(k) = GM—,M(ZGM" + GMk+1) ve Ev(k) = k + 1 dir. Bu bilgiler 1s18inda
n-1 n-1
, , k+1
Z((GMIk) = nGM,,2 — Z (ZGMk + )
e £t GMe1 GMje 41

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. MIN MATRISLER VE HARMONIK GAUSS MERSENNE SAYILARI

Tanim 5.1.

n
S = [Skij]ij=1 bir n-kare matris ve §; ; = min(i,j), GM,,, n-inci harmonik Gauss

Mersenne sayis1 olmak {lizere bu matrisler

‘GM, GM, GM, GM,
. GM, GM, GM, -- GMZ]
S = Sminapl;;_, = |GM1 GMp GM; - GMy (5.1.2)
'GMI GMZ (GIM3 oo GMn
11 1 1
13 —i 13 —i 13—
10 10 10
_|, 13-1 206-22 206 — 22i (5.12)
10 145 145
13— 206-22i '
i 06 i GM,,
10 145

seklinde gosterilir.
Teorem 5.1.

GM, (5.1.2) seklinde bir matris olsun, o halde GM matrisinin Oklid normu

IGM]| 2(GM,,)? nz_lﬂ <ZGM bt )
=1ln —n

’ M M T GMyy
dir.

Ispat

Oklid normu tanimindan

n-1
IGMIIE =n > G
k=0

elde edilir.

Daha sonra (4.1.2) ifadesini kullanarak

25



IGMlg =

n-—1

n?(GM,)? —n Z

k=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.2.

S, (5.1.2) deki gibi bir matris olsun. O halde

dir.

Ispat

1

k+1<ZGM N 1 )
GMje 41 “ 7 GMyss

det(S) = H(GMi —GM,_,)

(5.1.2) Matrisi tizerinde elemanter satir islemleri kullanarak

[GMl GMl GMl GMl —l

O GMZ - GMI GMZ = GMl cot GMZ - GMl |

det(S) =det| 0 0 GM; — GM, GM; — GM, |
0 0 0 - GM, — (GMn_lJ

yani

n

det(S) = H(GML- —GM,_,)

i=2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.

S matrisi ters ¢evrilebilirdir ve § matrisinin tersi

"GM, + Gm,
_GMZ

seklindedir.

—GM,
GM3 + GM2 _GM3

0
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Ispat

Teorem 5.2 den § tekil olmayan matristir bundan dolay1 ters g¢evrilebilirdir.

Tumevarim metodunu kullanarak

n = 2 igin
[1 1
S = 13 — i]
1
10
dir. O halde, § matrisinin tersi
1 [4+i —-3-i
$°= [—3 —i 34+ ]

ve §71 = [Skij]_l olsun.

nxn

dir. Teoremin ifadesi n = k igin dogru yani, § = [Ski,-]

nxn

buradan hareketle b = (GM,, GM,, ... , GM,))T, bT = (GM,, GM,, ... , GM,,) ve
¢ = GM,,,, esitlikleri ile birlikte n = k + 1 i¢in ispat tamamlanmis olur.

§71 in ilk siitunu igin tam olarak iki tane sifir olmayan eleman icerdiginden,

permanenti daralma(contraction) yontemi ile hesaplanabilir.
Baslangig kosullar1 by = GM2(GM; + GM,)(GM, + GM3) ve
co = —GM3(GM; + GM,;) olmak lizere b, Ve ¢, yineleme bagintilarini
by = (GMy 42 + GMyy3)br—1 — GMy42Cx—1,
Cx = —GMjy 3D
seklinde tanimlayalim. O halde asagidaki teorem saglanir.
Teorem 5.4.
n = 3 i¢in
perS™" = by_3[GMy, + GMp1q] — cp_3GM,

dir.
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Ispat

S§™1 matrisinin tanimmdan ilk siitun {izerine daraltilabilir(contraction metodu
uygulanabilir). S~ in k-inci daralmasi(contraction) S olarak adlandirlir. Soyle ki

S ™1 matrisinin ilk siitununa daralma(contraction) metodu uygulanirsa

by Co
_GM3 GM4_ + GM3 —GM4 O ]
s = | R . . |
I 0 —GM,_,  GM,+GM,_, —GM, |
| _GM,  GMy4q + GM,]

matrisi elde edilir.

Burada
by = GM3(GM, + GM,)(GM, + GMs)
ve
co = —GM3(GM, + GM,)
dir.

S in ilk siitununa gore daralma(contraction) yontemi uygularsak

b, G ]
|_GM4 GMS + GM4 _GMS O |
s@ = . . .
l 0 —GM,,_4 GM, +GM,,_; —-GM,
-GM, GM,, .1 +GM,
dir. Burada
bl = (GM3 + GM4_)b - (GM3)C
ve
C1 = _GM4b
dir.
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1<k<n-3igin

[ D Ck |

|_GMk+2 GMyiz2 + GMyy3 —GMyeis 0 |
Sk+1) . ) )

| 0 —GM,_,  GM,+GM,_, —GM, |

| “GM,  GM,,, +GM,]
dir. Burada

by = (GMyyz + GMyi3)bg_1 — (GMyy2)Ch—q
ve
Cx = —GMyy3bp—q

dir.

k > 1i¢in (n — 3)-inci adim

bp-4 Cn-4 0
§0=3) = |-GM,,_, GM, + GM,_, —GM,,
0 —GM,, GM, .1 + GM,

dir.
(n — 2)-inci adim

sn-2) — bn-3 Cn-3
-GM,, GM,,, +GM,

dir.
O halde
per§~ = per§™=2) = b, _.[GM,, + GM, ;1] — c,_3GM,,

dir. Boylece ispat tamamlanir.

29



Ornek 5.1. n = 6 igin permanentini ilk siituna gore daralma(contraction) yontemi ile

hesaplayalim.

4+ 0 -3—-i 0 0 0

—-3—i 10+4i —-7-3i O 0

0 -7-3i 22+10i -15-7i O

0 0 —15—-7i 46+ 22i —31—-15i

0 0 0 —31—15i 94 +46i —63 —31i
0 0 0 0 —63 —31i 190 + 94i-

St =

[42+32i —-25-19i 0 0 0
|-7-3i 22410i —-15-7i 0 0

s =lo —15—-7i 46+22i —31—-15i 0
lo 0 —31—15i 94+46i —63—31i
Lo 0 0 —63 —31i 190 + 94i

S ——

766 + 1352i —436—788i 0 0
—-15-7i 46 + 22i —-31-15i 0
0 —31-15i 94 + 461 —63 — 31i
0 0 —63 —31i 190 + 94i

5P =

. [6516+93916i —3466 — 53402 0
s =1-31-15; 94 + 46i —63 — 31i
0 —63 — 31i 190 + 94i

s@ _ —4401216 + 10835292 2500888 — 61187041’]
6 —63 —31i 190 + 94i

sonug olarak
perS;t = pers®
= b3[GM,, + GM,] — c3G M,
= —2201984256 + 1952942000i

olarak elde edilir.
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6. SONUC

Bu tezde, Gauss Mersenne katsayilarina sahip hibrit sayilar elde edildi. Gauss
Mersenne katsayili hibrit sayilar igin iirete¢ fonksiyonu, bu iirete¢ fonksiyonundan
yararlanarak Binet formiili verildi. Ayrica sirasiyla Cassini 6zdesligi, Catalan
Ozdesligi, Vajda 6zdesligi, D'Ocagne 06zdesligi ve Honsberger 6zdeslikleri Binet
formiilii kullanilarak ispatlandi. Elde edilen sonuglar uygulamali 6rneklerle agiklandi.
Son olarak harmonik Gauss Mersenne sayilarinin tanimi, bazi karakteristik esitlikler,
elemanlart harmonik Gauss Mersenne sayilari olan min matris tanimi ve permanent

hesabi verildi.
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