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ÖZET 

Bu çalışmada, Gauss Mersenne katsayılı hibrit sayıların tanımı ve bazı karakteristik özellikleri 
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ABSTRACT 
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Bu çalışmada kullanılmış kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur.  
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1. GİRİŞ 

 

Matematiğin en eski alanlarından biri olan Sayılar Teorisi son yıllardaki teknolojik 

gelişmeler ve bilgisayar sistemlerinin temelinde sonlu sayıda işlem yapan makinelerin 

geliştirilmesiyle daha fazla uygulama yapılabilir bir alan haline gelmiştir. Kullanım 

alanları olarak günümüzde takvim hesaplamaları, iletişim sistemlerinin ağ tasarımları, 

yüksek hızlı bilgisayar mimarisi ve güvenilir şifreleme sistemlerinin oluşturulması 

Sayılar Teorisinin uygulama alanlarına örnek olarak gösterilebilir.  

Bu alanın gelişmesine Euclid, Fermat, Euler, Lagrange, Diophantus ve Gauss gibi 

matematikçiler önemli katkılarda bulunmuşlardır. 1680 yılında Paris Gözlemevi’nin 

yöneticisi olan Giovanni Domenico Cassini tarafından bu alanda sıkça kullanılan 

Cassini formülü keşfedilmiş ve Robert Simson tarafından 1753 te kanıtlanmıştır. 

Catalan özdeşliği, Ekim 1879 tarihli özel araştırma notu olan "Sur la série de Lamé" 

den alınan bilgiye göre adını Eugène Catalan dan (1814–1894) almıştır. Ancak 

özdeşlik, toplu çalışmalarının bir parçası olarak Aralık 1886 ya kadar basılı olarak 

ortaya çıkmamıştır [Catalan, 1886]. Macar-İngiliz matematikçi Steven Vajda (1901–

1995), Fibonacci sayıları üzerine kendi adını taşıyan özdeşliği içeren bir kitap 

yayınlamıştır. Bununla birlikte, özdeşlik daha önce 1960 yılında Dustan Everman 

tarafından The American Mathematical Monthly de 1396 numaralı problem olarak 

ve 1901 yılında Alberto Tagiuri tarafından yayınlanmıştır. 

Cassini ve Catalan özdeşlikleri, Fibonacci sayıları için matematiksel özdeşliklerdir. 

Catalan özdeşliğinin özel bir durumu olan Cassini özdeşliği, 𝑛-inci Fibonacci sayısı 

𝐹0 = 0 , 𝐹1 = 1 başlangıç koşulları ve ∀ 𝑛 ∈ ℤ+ için 

𝐹𝑛−1𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛
2 = (−1)𝑛 

şeklindedir [Catalan, 1886].  

Catalan özdeşliği, Cassini özdeşliğinin ∀ 𝑛, 𝑟 ∈ ℤ+ ∪ {0} ve 𝑛 ≥ 𝑟 için 

𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛−𝑟𝐹𝑛+𝑟 = (−1)𝑛−𝑟𝐹𝑟

2 

şeklinde bir genelleştirilmesidir [Catalan, 1886]. 

Cassini özdeşliğinin başka bir genellemesi olan D’Ocagne özdeşliği Philbert Maurice 

tarafından keşfedilmiştir. Bu özdeşlik ∀ 𝑛,𝑚 ∈ ℤ+ ∪ {0} ve 𝑚 ≥ 𝑛 için 
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𝐹𝑚𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑚+1𝐹𝑛 = (−1)𝑛𝐹𝑚−𝑛
 

şeklindedir [Humbert, 1939]. 

𝑛-inci Fibonacci sayısı için Vajda özdeşliği, ∀ 𝑛, 𝑖, 𝑗 ∈ ℤ+ ∪ {0} için  

𝐹𝑛+𝑖𝐹𝑛+𝑗 − 𝐹𝑛𝐹𝑛+𝑖+𝑗 = (−1)𝑛𝐹𝑖𝐹𝑗
 

şeklindedir [Vajda, 1989] . 

Son zamanlarda, karmaşık sayıların bir genellemesi olarak düşünülebilecek ve 

karmaşık sayıların bir kombinasyonundan oluşan hibrit sayılara büyük bir ilgi vardır. 

M. Özdemir [Özdemir, 2018] tarafından hibrit sayılar karmaşık, hiperbolik ve dual 

sayıların bir genellemesi olarak tanımlamıştır. Hibrit sayılar hakkında detaylı bilgi 

Tanım 2.5. de verilecektir. 

C. Kızılateş [Kızılates, 2020], hibrit sayıların bazı genelleştirmeleri olan 𝑞-hibrit 

Fibonacci ve 𝑞-hibrit Lucas sayılarının tanımlarını sırasıyla 

ℍ𝔽𝑛(𝛼; 𝑞) = 𝛼𝑛−1[𝑛]
𝑞
+ 𝛼𝑛[𝑛 + 1]

𝑞
𝑖 + 𝛼𝑛+1[𝑛 + 2]

𝑞
𝜀 + 𝛼𝑛+2[𝑛 + 3]

𝑞
ℎ 

ve 

ℍ𝕃𝑛(𝛼; 𝑞) = 𝛼𝑛
[2𝑛]

𝑞

[𝑛]
𝑞

+ 𝛼𝑛+1
[2𝑛 + 2]

𝑞

[𝑛 + 1]
𝑞

𝑖 + 𝛼𝑛+2
[2𝑛 + 4]

𝑞

[𝑛 + 2]
𝑞

𝜀 + 𝛼𝑛+3
[2𝑛 + 6]

𝑞

[𝑛 + 3]
𝑞

ℎ 

şeklinde vermiştir.  

E. G. Koçer ve H. Alsan [Koçer ve Alsan, 2021], 𝑝 > 0 ve 𝑛 > 𝑝 için 𝑛-inci hibrit 

Fibonacci ve Lucas 𝑝-sayılarını sırasıyla 

ℍ𝐹𝑝,𝑚(𝑛) = 𝐹𝑝,𝑚(𝑛) + 𝑖𝐹𝑝,𝑚(𝑛 + 1) + 𝜀𝐹𝑝,𝑚(𝑛 + 2) + ℎ𝐹𝑝,𝑚(𝑛 + 3) 

ve 

ℍ𝐿𝑝,𝑚(𝑛) = 𝐿𝑝,𝑚(𝑛) + 𝑖𝐿𝑝,𝑚(𝑛 + 1) + 𝜀𝐿𝑝,𝑚(𝑛 + 2) + ℎ𝐿𝑝,𝑚(𝑛 + 3) 

şekline tanımlamışlardır. 

Z. İşbilir ve N. Gürses [İşbilir ve Gürses, 2021], ∀ 𝑛 ∈ ℕ  için 𝑛-inci pentanacci hibrit 

sayısını ve 𝑛-inci pentanacci Lucas hibrit sayısını sırasıyla 

𝑃̃𝑛 = 𝑃𝑛 + 𝑃𝑛+1𝐢 + 𝑃𝑛+2𝜀 + 𝑃𝑛+3𝐡 

ve 



 

3 
 

𝐿̃𝑛 = 𝐿𝑛 + 𝐿𝑛+1𝐢 + 𝐿𝑛+2𝜀 + 𝐿𝑛+3𝐡 

şeklinde tanımlamışlardır. 

Y. Alp ve E.G. Koçer, [Alp ve Koçer, 2021], 𝑛 ≥ 1 için 𝑛-inci  hibrit Leonardo 

sayısını 

𝐻𝐿𝑛 = 𝐿𝑒𝑛 + 𝐿𝑒𝑛+1𝐢 + 𝐿𝑒𝑛+2𝜀 + 𝐿𝑒𝑛+3𝐡 

şeklinde tanımlamışlardır. 

Y. Soykan ve E. Taşdemir, [Soykan ve Taşdemir, 2021], 𝑛-inci genelleştirilmiş 

tetranacci hibrit sayılarını  

ℍ𝑉𝑛 = 𝑉𝑛 + 𝑉𝑛+1𝐢 + 𝑉𝑛+2𝜀 + 𝑉𝑛+3𝐡 

şeklinde tanımlamışlardır. 

E. Özkan ve M. Uysal, [Özkan ve Uysal, 2021], 𝑛 ≥ 0 için Mersenne-Lucas hibrit 

sayılarını 

𝑚ℎ𝑛 = 𝑚𝑛 + 𝑖𝑚𝑛+1 + 𝜀𝑚𝑛+2 + ℎ𝑚𝑛+3 

şeklinde tanımlamışlardır. 

Mersenne, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas hibrit sayıları arasındaki bazı özellikleri 

[Taşcı ve Sevgi, 2021] de verilmiştir. 

Kombinatoryal sayı teorisinde büyük bir öneme sahip olan harmonik sayılar, ilk 𝑛 

doğal sayının 1 e bölünerek bir dizide bir araya getirilmesi ve bu dizideki her sayının 

toplanmasıyla elde edilir, yani 𝑛-inci harmonik sayı 𝐻𝑛  

𝐻𝑛 = 1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯+

1

𝑛
= ∑

1

𝑘

𝑛

𝑘=1

 

şeklinde tanımlanır. 

𝑛 ≥ 1 için 𝐻𝑛 

𝐻𝑛 =
𝑆(𝑛 + 1,2)

𝑛!
 

burada 𝑆(𝑛, 2) birinci tür Stirling sayısıdır[Benjamin, Preston, Quinn, 2002]. 
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Harmonik  sayıların bazı özelliklerine aşağıdaki şekildedir. 

∑ 𝐻𝑘 = 𝑛𝐻𝑛 − 𝑛

𝑛−1

𝑘=1

 

∑ 𝐻𝑘
2 = (𝑛 + 1)𝐻𝑛+1

2 − (2𝑛 + 3)𝐻𝑛+1 + 2𝑛 + 2

𝑛

𝑘=1

 

∑ 𝑘𝐻𝑘
2 =

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

2
𝐻𝑛+1

2 −
𝑛2 − 3𝑛 − 7

2
𝐻𝑛+1 +

𝑛2 − 9𝑛 − 10

4

𝑛

𝑘=1

 

 

 

𝑓(𝑥) in fark operatörü  

∆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥) 

dir. Ayrıca anti fark operatörü toplam özelliklerine sahiptir.  

∑𝑢(𝑥)∆𝑣(𝑥)𝛿𝑥 = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)|𝑎
𝑏+1 − ∑𝐸𝑣(𝑘)∆𝑢(𝑥)𝛿𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

Burada 𝐸𝑣(𝑥) = 𝑣(𝑥 + 1) dir [Tuglu, Kizilates, Kesim, 2015].  

𝑀 = [
𝐾 𝑏
𝑏𝑇 𝑐

] 

şeklinde bir kare matris olarak tanımlanmıştır. Burada 𝐾, 𝑛 × 𝑛 tipinde tekil olmayan 

matris ve b, 𝑛 × 1 tipinde bir matris ve 𝑐 bir reel sayıdır. 𝑀 matrisinin tersi 

𝑀−1 = [
𝐾−1 +

1

𝑙
𝐾−1𝑏𝑏𝑇𝐾−1 −

1

𝑙
𝐾−1𝑏

−
1

𝑙
𝑏𝑇𝐾−1 𝑐

] 

dir ve 𝑙 = 𝑐 − 𝑏𝑇𝐾−1𝑏 dir [Bahsi, 2016].  

Bir matris normu tanımlamanın birkaç farklı yolu vardır, ancak hepsi aynı belirli 

özellikleri taşır. Öyle ki 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) bir 𝑛 × 𝑛 tipinde matris olsun 𝐴 nın ℓ𝑝 normu  

‖𝐴‖𝑝 = (∑∑|𝑎𝑖𝑗|
𝑝

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

)

1

𝑝

 

(1.1) 

(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 
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dir. Özel olarak 𝑝 = 2 seçilecek olursa bu norma Frobenius veya Öklid normu 

denir ve ‖𝐴‖𝔼 ile gösterilir.  

𝐴 nın spektral normu 

‖𝐴‖2 = √max
1≤𝑖≤𝑛

𝜆𝑖 

dir. Burada 𝜆𝑖, 𝐴𝐴𝐻  matrisinin özdeğeri ve 𝐴𝐻, 𝐴 matrisinin eşlenik transpozesidir. 

Frobenius ve spektral norm arasında  

1

√𝑛
‖𝐴‖𝔼 ≤ ‖𝐴‖2 ≤ ‖𝐴‖𝔼 

şeklinde bir ilişki vardır. 

Birçok araştırmacı matris normlarını hesaplamakla ilgilenmektedir. Yazarlar 

[Graham, Knuth, Patashnik, 1989], [Tuglu, Kizilates, Kesim, 2015], [Petroudi, Pirouz, 

2015] ve [Petroudi, Pirouz, Akbıyık, Yılmaz, 2022] çalışmalarını sirkülant matrisler 

üzerinde yapmıştır. [Yamaç Akbiyik, Akbiyik, Yilmaz, 2021] yayınında yazarlar  

𝐻 = [𝐻𝑘𝑖,𝑗
]
𝑖,𝑗=1

𝑛

 ile belirli  𝑛 × 𝑛 tipinde ve onun Hadamard üstel matrisi 𝑒∘𝐻 = 𝑒
𝐻𝑘𝑖,𝑗  

dir, 𝑘𝑖,𝑗 = min (𝑖, 𝑗) ve 𝐻𝑛,  𝑛-inci harmonik sayıdır, bu matrislerin determinantları, 

tersleri ve bu matrislerin spektral normu için bazı üst ve alt sınırlar elde etmişlerdir. 

C.J. Harman [Harman, 1981] çalışmasında harmonik Pell sayılarını tanımlamış ve 

elemanları harmonik Pell sayıları olan bir simetrik matris ailesi ve onun Hadamard 

üstel matrisini oluşturmuş ve bazı lineer cebirsel özelliklerini incelemiştir. 

𝑛 × 𝑛 tipinde  𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) matrisinin determinantı ve permanenti sırasıyla 

det(𝐴) = ∑ 𝑠𝑔𝑛(𝜎)∏𝑎𝑖𝜎(𝑖)

𝑛

𝑖=1
𝜎∈𝑆𝑛

 

ve 

per(𝐴) = ∑ ∏𝑎𝑖𝜎(𝑖)

𝑛

𝑖=1
𝜎∈𝑆𝑛

 

dir. Burada 𝑆𝑛 𝑛-inci dereceden simetrik grubu temsil eder. R.A. Brualdi, P.M. Gibson 

[Brualdi, Gibson, 1977] çalışmalarında matrisin permanentini hesaplamak için  

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 



 

6 
 

daralma(contraction) metodu olarak adlandırılan bir yöntem tanımlamışlardır. Bu 

yöntem aşağıdaki şekilde özetlenebilir. 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), 𝑚 × 𝑛 tipinde satır vektörleri 

 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑚 

olan bir matris olmak üzere 𝐴, eğer 𝑘 sütunu tam olarak iki adet sıfır olmayan eleman 

içeriyorsa bu sütun üzerine daralabilir. Yani 𝑎𝑖𝑘 ≠ 0, 𝑎𝑗𝑘 ≠ 0 ve 𝑖 ≠ 𝑗 olmak üzere 𝑖 

ve 𝑗 satırlarına göre 𝑘 sütunu üzerine 𝐴 nın daralması 𝐴 matrisinde 𝑗-inci satır ve 𝑘-

inci sütun silinip 𝑖-inci satır yerine 𝑎𝑗𝑘𝑟𝑖 + 𝑎𝑖𝑘𝑟𝑗 yazılarak elde edilen (𝑚 − 1) × (𝑛 −

1) tipindeki 𝐴𝑖𝑗:𝑘 matrisine 𝑖 ve 𝑗 satırlarına göre 𝑘 sütunu üzerine 𝐴 nın daralması 

denir. Eğer 𝑎𝑘𝑖 ≠ 0, 𝑎𝑘𝑗 ≠ 0 ve 𝑖 ≠ 𝑗 olmak üzere 𝑖 ve 𝑗 sütununa göre 𝑘 satırı üzerine 

𝐴 nın daralması 𝐴𝑘:𝑖𝑗 = [𝐴𝑖𝑗:𝑘
𝑇 ]

𝑇
 matrisidir. Biliyoruz ki eğer 𝐴 bir tamsayı matrisi ve 

𝐵 matrisi 𝐴 matrisinin bir daralması ise  

𝑝𝑒𝑟𝐴 = 𝑝𝑒𝑟𝐵 

dir.  

 Bu tezin ilk kısmında temel bilgiler ve bazı sayı dizileri ile ilgili temel tanımlar 

verilecektir. İkinci kısımda hibrit Gauss Mersenne sayıları tanımlanacak ve bu 

sayıların üreteç fonksiyonu verilip buradan yararlanılarak Binet formülü elde 

edilecektir. Hibrit Gauss Mersenne sayılarının Binet formülünü kullanarak Cassini, 

Catalan, Vajda, D’Ocagne, Honsberger özdeşlikleri, bu özdeşliklerle alakalı örnekler 

verilecektir. Daha sonra hibrit Gauss Mersenne sayıları ile ilgili toplama formülü 

verilip üçüncü kısmında harmonik Gauss Mersenne sayıları ve bazı karakteristik 

özellikleri incelenecektir. Dördüncü kısımda elemanları harmonik Gauss Mersenne 

sayıları olan min matrisler ile ilgili bazı özellikler 

elde edilmiştir. 

 

 

 

 

 

(1.10) 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Yineleme Bağıntıları 

Tanım 2.1  

Dizideki herhangi bir terimi kendisinden önceki terimleri kullanarak ifade 

edebilmemizi sağlayan bağıntılara yineleme bağıntısı denir. 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛, … 

sonsuz bir dizi, 𝑘 ∈  ℕ sabit ve 𝑓:ℕ × ℤ𝑘 ⟶ ℝ  bir fonksiyon olsun. 

𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘−1 başlangıç değerleri olmak üzere ve ∀ 𝑛 ≥ 𝑘 için 

𝑎𝑛 = 𝑓(𝑎𝑛, 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛−2, 𝑎𝑛−3, … , 𝑎𝑛−𝑘)    (2.1) 

fonksiyonuna 𝑘. mertebeden yineleme bağıntısı denir. Dizinin diğer tüm elemanları 

(2.1) denklemi ve 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘−1 başlangıç koşulları ile belirlenir [Koshy, 2001]. 

Tanım 2.2 

Her 𝑛 ≥  2 için 𝐹𝑛  =  𝐹𝑛−1  +  𝐹𝑛−2 yineleme bağıntısına ve 𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1 

başlangıç koşullarına sahip olan (𝐹𝑛) dizisi, Fibonacci sayı dizisi olarak adlandırılır. 

Burada 𝐹𝑛 sayısına 𝑛-inci Fibonacci sayısı denir. 

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi 

𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0      (2.2) 

biçimindedir [Koshy, 2001]. 

 Bazı Fibonacci sayıları Tablo 1 de verilmiştir. 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 

𝐹𝑛 0 1 1 2 3 5 8 13 

Tablo 1: Fibonacci Sayıları 
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Tanım 2.3.  

Mersenne sayıları 𝑀0 = 0, 𝑀1 = 1 başlangıç koşulları ve ∀ 𝑛 ∈ ℤ+ ∪ {0} için 

𝑀𝑛+2 = 3𝑀𝑛+1 − 2𝑀𝑛 

şeklinde tanımlıdır [Koshy ve Gao, 2013]. 

Ayrıca Binet formülü 

𝑀𝑛 = 2𝑛 − 1 

şeklinde de ifade edilir [Koshy ve Gao, 2013].  

Bazı Mersenne sayıları Tablo 2 de verilmiştir. 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 

𝑀𝑛 0 1 3 7 15 31 63 127 

Tablo 2: Mersenne Sayıları 

Tanım 2.4.  

Gauss Mersenne sayıları 𝐺𝑀0 =
−𝑖

2
 , 𝐺𝑀1 = 1 başlangıç koşulları ve ∀ 𝑛 ∈ ℤ+ − {1} 

için 

𝐺𝑀𝑛 = 3𝐺𝑀𝑛−1 − 2𝐺𝑀𝑛−2 

şeklinde tanımlıdır ve  

𝐺𝑀𝑛 = 𝑀𝑛 − 𝑖𝑀𝑛−1 

𝐺𝑀𝑛 = 2𝐺𝑀𝑛 + 1 + 𝑖 

eşitlikleri de geçerlidir [Taşcı, 2021]. 

Bazı Gauss Mersenne sayıları Tablo 3 de verilmiştir. 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 

𝐺𝑀𝑛 −𝑖
2⁄  1 3 + 𝑖 7 + 3𝑖 15 + 7𝑖 31 + 15𝑖 63 + 31𝑖 127 + 63𝑖 

Tablo 3: Gauss Mersenne Sayıları 
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Tanım 2.5. 

Hibrit sayılar kümesi 𝕂 ile gösterilir [Özdemir, 2018]. 

 𝕂 = {𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝜀 + 𝑑ℎ ∶ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ, 𝑖2 = −1,  𝜀2 = 0, ℎ2 = 1, 𝑖ℎ = −ℎ𝑖 =

𝜀 + 𝑖} 

 olarak tanımlanır. Bu sayı kümesi, dörtlü bir dizi olarak düşünülebilir ve reel, 

kompleks, dual ve hiperbolik birimler sırasıyla 

1 = (1, 0, 0, 0), 𝑖 = (0, 1, 0, 0), 𝜀 =  (0, 0, 1, 0), ℎ = (0, 0, 0, 1) 

olarak tanımlanır. Bu birimler hibrit birimler olarak adlandırılır. 𝑍 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝜀 +

𝑑ℎ, hibrit sayısı için 𝑎 gerçek sayısı skaler kısım olarak adlandırılır ve  𝑆(𝑍) olarak 

gösterilir. 𝑏𝑖 + 𝑐𝜀 + 𝑑ℎ kısmı vektörel kısım olarak adlandırılır ve 𝑉(𝑍) ile gösterilir. 

Hibrit sayılar birleşme özelliğine sahipken değişme özelliğine sahip değildir, bu 

aşağıdaki hibrit sayıların çarpma işlemi ile ilgili tabloda açıkça görülür. 

× 1 𝑖 𝜀 ℎ 

1 1 𝑖 𝜀 ℎ 

𝑖 𝑖 −1 1 − ℎ 𝜀 + 𝑖 

𝜀 𝜀 ℎ + 1 0 −𝜀 

ℎ ℎ −𝜀 − 𝑖 𝜀 1 

Tablo 4:  Hibrit Sayıların Çarpım Kural Tablosu 

Tanım 2.6. 

𝑘-Mertebeli lineer homojen (sabit katsayılı) yineleme bağıntısı 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑘 ∈ ℝ ve 

𝑐𝑘 ≠ 0 için 

𝑎𝑛  = 𝑐1𝑎𝑛−1 + 𝑐2𝑎𝑛−2 + ⋯+ 𝑐𝑘𝑎𝑛−𝑘 

Şeklinde tanımlanmıştır. 
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Tanım 2.7. 

 𝑎𝑛 = 𝑐1𝑎𝑛−1 + 𝑐2𝑎𝑛−2  yineleme bağıntısının karakteristik denklemi 

𝑟2 − 𝑐1𝑟 − 𝑐2 = 0 

dir. Bu denklemin kökleri 𝛼 ve 𝛽 olmak üzere genel çözümü  

𝑎𝑛 = 𝑐𝑎𝑛 + 𝑑 

dir. Bu denklemde 𝑐 ve 𝑑 sabit sayılardır [Koshy, 2001]. 

Tanım 2.8.  

Lineer homojen denklem sistemlerinin çözümünde kullanılan ve Fransız matematikçi 

Abraham De Moivre tarafından bulunan kavram Fibonacci yineleme bağıntısının 

çözümünde de kullanılmıştır. 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 reel sayılar olmak üzere 

𝑔(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 + ⋯ 

fonksiyonu {𝑎𝑛} dizisinin üreteç fonksiyonu olarak adlandırılır. Aynı zamanda  üreteç 

fonksiyonu 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  sonlu dizisi için de 

𝑔(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 

şeklinde ifade edilir. 

𝑥𝑛 − 1

𝑥 − 1
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑛−1 

dir. 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

, 

𝑔(𝑥) = ∑ 𝑏𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

iki üreteç fonksiyonu olmak üzere 𝑛 ≥ 0 için 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 ise bu üreteç fonksiyonları eşittir 

denir. 
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Not 2.1. 

1

1 − 𝑎𝑥
= 1 + 𝑎𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 + ⋯, 

1

1 − 𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑛 + ⋯, 

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = ∑(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑥𝑛

𝑛

𝑛=0

, 

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = ∑ (∑𝑎𝑖𝑏𝑛−𝑖

𝑛

𝑖=0

)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

ifadeleri üreteç fonksiyonlarında işlem yaparken sıkça kullanılan ifadelerdir. 

Tanım 2.9.  

Fibonacci sayı dizisinin Binet formülü 𝛼 = (1 + √5) 2⁄  , 𝛽 = (1 − √5) 2⁄  olmak 

üzere ∀ 𝑛 ∈ ℕ  için  

𝐹𝑛 =
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
 

dir [Koshy, 2001]. 
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3. HİBRİT GAUSS MERSENNE SAYILARI 

Bu bölümde, Hibrit Gauss Mersenne sayılarının tanımı ve bununla ilgili üreteç 

fonksiyonu, Binet formülü ve ispatları ile birlikte bazı özdeşlikler verilecektir.  

Not 3.1. 

Binet formülünde verilecek olan  𝐴 ve 𝐵 eşitlikleri tezin bu bölümünün tamamı için 

geçerlidir. 

3.1. Yineleme Bağıntısı 

Tanım 3.1.  

Hibrit Gauss Mersenne sayıları ∀ 𝑛 ∈ ℤ+ ∪ {0} için 

𝐻𝐺𝑀𝑛  =  𝐺𝑀𝑛  +  𝐺𝑀𝑛+1 𝑖 + 𝐺𝑀𝑛+2 𝜀 + 𝐺𝑀𝑛+3 ℎ (3.1) 

ile tanımlanır. Burada 𝐻𝐺𝑀𝑛 , 𝑛-inci Gauss Mersenne katsayılı hibrit sayıdır. 

Tanım 3.2. 

𝑛-inci hibrit Gauss Mersenne sayıları 𝐻𝐺𝑀0  =  1 + 
7

2
𝑖 + 6𝜀 + 6ℎ  ve  

 𝐻𝐺𝑀1  =  3 +  10𝑖 + 14𝜀 + 12ℎ başlangıç koşulları ile 𝑛 ≥ 2 için  

 𝐻𝐺𝑀𝑛 = 3𝐻𝐺𝑀𝑛−1 − 2𝐻𝐺𝑀𝑛−2              (3.2) 

şeklinde yineleme bağıntısı verilir. 

Bazı hibrit Gauss Mersenne sayıları Tablo 5 de verilmiştir. 
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𝑛 𝐻𝐺𝑀𝑛 

 1 +
7

2
𝑖 + 6𝜀 + 6ℎ 

 

3 + 10𝑖 + 14𝜀 + 12ℎ 

 

7 + 23𝑖 + 30𝜀 + 24ℎ 

 

15 + 49𝑖 + 62𝜀 + 48ℎ 

 

31 + 101𝑖 + 126𝜀 + 96ℎ 

 

63 + 205𝑖 + 254𝜀 + 192ℎ 

 

127 + 413𝑖 + 510𝜀 + 384ℎ 

 

255 + 829𝑖 + 1022𝜀 + 768ℎ 

Tablo 5: Hibrit Gauss Mersenne Sayıları 

Teorem 3.1.  

𝑛 ≥ 2 için  

3𝐻𝐺𝑀𝑛−1 − 2𝐻𝐺𝑀𝑛−2  =  𝐺𝑀𝑛  +  𝐺𝑀𝑛+1 𝑖 + 𝐺𝑀𝑛+2 𝜀 + 𝐺𝑀𝑛+3 ℎ 

dir. 

İspat 

(3.1) ve  (3.2) ile verilen eşitliklerden ve Tanım 2.4 den yararlanarak 

𝐻𝐺𝑀𝑛  =  𝐺𝑀𝑛  +  𝐺𝑀𝑛+1 𝑖 + 𝐺𝑀𝑛+2 𝜀 + 𝐺𝑀𝑛+3 ℎ  

= 3𝐺𝑀𝑛−1 − 2𝐺𝑀𝑛−2  

+(3𝐺𝑀𝑛 − 2𝐺𝑀𝑛−1 )𝑖 

+(3𝐺𝑀𝑛+1 − 2𝐺𝑀𝑛 )𝜀 

+(3𝐺𝑀𝑛+2 − 2𝐺𝑀𝑛+1 )ℎ 

şeklinde yazarız.  𝑛 − 1-inci ve 𝑛 − 2-inci Hibrit Gauss Mersenne sayıları 
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𝐻𝐺𝑀𝑛−1  =  𝐺𝑀𝑛−1  + 𝐺𝑀𝑛 𝑖 +  𝐺𝑀𝑛+1 𝜀 + 𝐺𝑀𝑛+2 ℎ 

𝐻𝐺𝑀𝑛−2  =  𝐺𝑀𝑛−2  + 𝐺𝑀𝑛−1 𝑖 +  𝐺𝑀𝑛 𝜀 + 𝐺𝑀𝑛+1 ℎ 

şeklindedir. Bu ifadeleri kullanarak ∀ 𝑛 ∈ ℤ+ − {1} için Gauss Mersenne katsayılı 

hibrit sayılara ait yineleme bağıntısını 

𝐻𝐺𝑀0  =  1 + 
7

2
𝑖 + 6𝜀 + 6ℎ ve 𝐻𝐺𝑀1  =  3 +  10𝑖 + 14𝜀 + 12ℎ 

başlangıç koşulları ile  

𝐻𝐺𝑀𝑛 = 3𝐻𝐺𝑀𝑛−1 − 2𝐻𝐺𝑀𝑛−2 = 𝐺𝑀𝑛  +  𝐺𝑀𝑛+1 𝑖 +  𝐺𝑀𝑛+2 𝜀 + 𝐺𝑀𝑛+3 ℎ  

şeklinde yazılır. İspat tamamlanır. 

Lemma 3.1.  

∀ 𝑛 ∈ ℤ+ ∪ {0}  için  

𝐻𝐺𝑀𝑛 = 2𝐻𝐺𝑀𝑛−1 + (1 + 3𝑖 + 2𝜀) 

dir. 

İspat 

∀ 𝑛 ∈ ℤ+ ∪ {0} için 𝐺𝑀𝑛+1 = 2𝐺𝑀𝑛 + 1 + 𝑖 kullanılarak 

𝐻𝐺𝑀𝑛  =  𝐺𝑀𝑛  +  𝐺𝑀𝑛+1 𝑖 + 𝐺𝑀𝑛+2 𝜀 + 𝐺𝑀𝑛+3 ℎ 

= 2𝐻𝐺𝑀𝑛−1 + (1 + 3𝑖 + 2𝜀) 

elde edilir.  

Hibrit Gauss Mersenne sayıları için üreteç fonksiyonu aşağıdaki teoremde verilmiştir. 

Teorem 3.2.  

𝑛 ≥ 0 için,  

𝑔(𝑥) = ∑(𝐻𝐺𝑀𝑛 )𝑥
𝑛 =

(1 +
7

2
𝑖 + 6𝜀 + 6ℎ) + (

−𝑖

2
− 4𝜀 − 6ℎ) 𝑥

1 − 3𝑥 + 2𝑥2

∞

𝑛=0

 

dir. 
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İspat  

 İlk olarak  

𝑔(𝑥)  = 𝐻𝐺𝑀0  + 𝐻𝐺𝑀1𝑥 + 𝐻𝐺𝑀2𝑥
2+. . . +𝐻𝐺𝑀𝑛𝑥𝑛  + ⋯ 

yazılır ve  

−3𝑥𝑔(𝑥) = −3𝐻𝐺𝑀0𝑥 − 𝐻𝐺𝑀1𝑥
2 − 3𝐻𝐺𝑀2𝑥

3−. . . −3𝐻𝐺𝑀𝑛−1𝑥
𝑛 − ⋯ 

2𝑥2𝑔(𝑥) = 2𝐻𝐺𝑀0𝑥
2 + 2𝐻𝐺𝑀1𝑥

3 +  2𝐻𝐺𝑀2𝑥
4+. . . +2𝐻𝐺𝑀𝑛−2𝑥

𝑛 + ⋯ 

elde edilir ve yukarıdaki eşitlikler kullanılarak 

(1 − 3𝑥 + 2𝑥2)𝑔(𝑥) = 𝐻𝐺𝑀0 + (𝐻𝐺𝑀1 − 3𝐻𝐺𝑀0)𝑥 

+(𝐻𝐺𝑀2 − 3𝐻𝐺𝑀1 + 2𝐻𝐺𝑀0)𝑥
2 

+(𝐻𝐺𝑀3 − 3𝐻𝐺𝑀2 + 2𝐻𝐺𝑀1)𝑥
3 

⋮ 

+(𝐻𝐺𝑀𝑛 − 3𝐻𝐺𝑀𝑛−1 + 2𝐻𝐺𝑀𝑛−2)𝑥
𝑛 +

⋯  

olur. Sonuç olarak, üreteç fonksiyonu 

𝑔(𝑥) =
𝐻𝐺𝑀0 + (𝐻𝐺𝑀1 − 3𝐻𝐺𝑀0)𝑥

(1 − 3𝑥 + 2𝑥2)
 

=
(1 +

7

2
𝑖 + 6𝜀 + 6ℎ) + (

−𝑖

2
− 4𝜀 − 6ℎ) 𝑥

1 − 3𝑥 + 2𝑥2
 

şeklinde elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.3. (Binet formülü) 

𝐴 = 2 +
13

2
𝑖 + 8𝜀 + 6ℎ, 𝐵 = −1 − 3𝑖 − 2𝜀 değerleri ve ∀ 𝑛 ∈ ℤ+ ∪ {0} için  

      𝐻𝐺𝑀𝑛 = 𝐴2𝑛 + 𝐵 

dir. 
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İspat 

Üreteç fonksiyonu tanımı ve hibrit Gauss Mersenne sayılarının tanımından 

yararlanarak, 

𝑔(𝑥) =
𝐻𝐺𝑀0 + (𝐻𝐺𝑀1 − 3𝐻𝐺𝑀0)𝑥

(1 − 3𝑥 + 2𝑥2)
 

=
(1 +

7

2
𝑖 + 6𝜀 + 6ℎ) + (

−𝑖

2
− 4𝜀 − 6ℎ) 𝑥

1 − 3𝑥 + 2𝑥2
 

=
𝐴

(1 − 2𝑥)
+

𝐵

(1 − 𝑥)
 

ifadesinin sağlandığını biliyoruz. Burada 𝐴 = 2 +
13

2
𝑖 + 8𝜀 + 6ℎ  ve  𝐵 = −1 − 3𝑖 −

2𝜀  dir. Böylece 𝑔(𝑥) yeniden yazılırsa 

(1 +
7

2
𝑖 + 6𝜀 + 6ℎ) + (

−𝑖

2
− 4𝜀 − 6ℎ) 𝑥

1 − 3𝑥 + 2𝑥2

=
(2 +

13

2
𝑖 + 8𝜀 + 6ℎ  )

1 − 2𝑥
+

(−1 − 3𝑖 − 2𝜀)

1 − 𝑥
 

= (∑ 𝐴2𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛) + (∑ 𝐵𝑥𝑛

∞

𝑛=0

) 

= ∑(𝐴2𝑛 + 𝐵)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

dir. Buradan 

𝑔(𝑥) = ∑(𝐴2𝑛 + 𝐵)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

dir. 

Yani 

𝐻𝐺𝑀𝑛 = 𝐴2𝑛 + 𝐵 

dir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Örnek 3.1 

Binet formülünü kullanarak, 𝑛 = 3 için  

𝐻𝐺𝑀3 = 𝐴23 + 𝐵 

 = (2 +
13

2
𝑖 + 8𝜀 + 6ℎ) 23 − 1 − 3𝑖

− 2𝜀 

 = 15 + 49𝑖 + 62𝜀 + 48ℎ 

sonucu elde edilir. 

3.2. Özdeşlikler ve Uygulamalı Örnekleri 

Teorem 3.4. (Cassini özdeşliği) 

∀ 𝑛 ∈ ℤ+ için  

𝐻𝐺𝑀𝑛−1𝐻𝐺𝑀𝑛+1 − 𝐻𝐺𝑀𝑛
2 = 2𝑛𝐵𝐴 − 2𝑛−1𝐴𝐵 

dir. 

İspat 

𝐻𝐺𝑀𝑛−1𝐻𝐺𝑀𝑛+1 − 𝐻𝐺𝑀𝑛
2 = (𝐴2𝑛−1 + 𝐵)(𝐴2𝑛+1 + 𝐵) − (𝐴2𝑛 + 𝐵)(𝐴2𝑛 + 𝐵) 

= 22𝑛𝐴2 + 2𝑛−1𝐴𝐵 + 2𝑛+1𝐵𝐴 + 𝐵2 

−22𝑛𝐴2 − 2𝑛𝐴𝐵 − 2𝑛𝐵𝐴 − 𝐵2 

= 2𝑛−1𝐴𝐵 + 2𝑛+1𝐵𝐴 − 2𝑛𝐴𝐵 − 2𝑛𝐵𝐴 

= 𝐴𝐵(2𝑛−1 − 2𝑛) + 𝐵𝐴(2𝑛+1 − 2𝑛) 

= 2𝑛𝐵𝐴 − 2𝑛−1𝐴𝐵 

dir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Örnek 3.2.  

Cassini Özdeşliğinde 𝑛 = 3 için  

𝐻𝐺𝑀2𝐻𝐺𝑀4 − 𝐻𝐺𝑀3
2 = 23𝐵𝐴 − 22𝐴𝐵 

= 23 (−
39

2
−

61

2
𝑖 − 18𝜀 + 5ℎ) 

−22 (−
39

2
+

11

2
𝑖 − 6𝜀 − 17ℎ) 

= −78 − 266𝑖 − 120𝜀 + 108ℎ 

sonucu elde edilir. 

Teorem 3.5. (Catalan özdeşliği) 

∀ 𝑛, 𝑟 ∈ ℤ+ ∪ {0} ve 𝑛 ≥ 𝑟 için  

𝐻𝐺𝑀𝑛−𝑟𝐻𝐺𝑀𝑛+𝑟 − 𝐻𝐺𝑀𝑛
2 = 2𝑛−𝑟(1 − 2𝑟)[𝐴𝐵 − 2𝑟𝐵𝐴] 

dir. 

İspat  

Binet formülü göz önünde bulundurularak 

𝐻𝐺𝑀𝑛−𝑟𝐻𝐺𝑀𝑛+𝑟 − 𝐻𝐺𝑀𝑛
2 = (𝐴2𝑛−𝑟 + 𝐵)(𝐴2𝑛+𝑟 + 𝐵) − (𝐴2𝑛 + 𝐵)(𝐴2𝑛 + 𝐵) 

= 22𝑛𝐴2 + 2𝑛−𝑟𝐴𝐵 + 2𝑛+𝑟𝐵𝐴 + 𝐵2 

−22𝑛𝐴2 − 2𝑛𝐴𝐵 − 2𝑛𝐵𝐴 − 𝐵2 

= 2𝑛−𝑟𝐴𝐵 + 2𝑛+𝑟𝐵𝐴 − 2𝑛𝐴𝐵 − 2𝑛𝐵𝐴 

= 𝐴𝐵(2𝑛−𝑟(1 − 2𝑟)) + 𝐵𝐴(2𝑛(2𝑟 − 1)) 

= 2𝑛−𝑟(1 − 2𝑟)[𝐴𝐵 − 2𝑟𝐵𝐴] 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  

 

 

 

 



 

19 
 

Örnek 3.3.  

Catalan özdeşliğinde 𝑛 = 3 ve  𝑟 = 1 alınırsa, 

 𝐻𝐺𝑀2𝐻𝐺𝑀4 − 𝐻𝐺𝑀3
2 = 22(1 − 2)[𝐴𝐵 − 2𝐵𝐴] 

 = −22𝐴𝐵 + 23𝐵𝐴 

 = 23 (−
39

2
−

61

2
𝑖 − 18𝜀 + 5ℎ) 

−22 (−
39

2
+

11

2
𝑖 − 6𝜀 − 17ℎ) 

 = −78 − 266𝑖 − 120𝜀 + 108ℎ 

sonucu elde edilir. 

Teorem 3.6. (Vajda özdeşliği) 

∀ 𝑛, 𝑟, 𝑘 ∈ ℤ+ ∪ {0} için  

𝐻𝐺𝑀𝑛+𝑟𝐻𝐺𝑀𝑛+𝑘 − 𝐻𝐺𝑀𝑛𝐻𝐺𝑀𝑛+𝑟+𝑘 = 2𝑛(2𝑟 − 1)[𝐴𝐵 − 2𝑘𝐵𝐴] 

dir. 

İspat  

Binet formülü göz önünde bulundurularak 

𝐻𝐺𝑀𝑛+𝑟𝐻𝐺𝑀𝑛+𝑘 − 𝐻𝐺𝑀𝑛𝐻𝐺𝑀𝑛+𝑟+𝑘  = (𝐴2𝑛+𝑟 + 𝐵)(𝐴2𝑛+𝑘 + 𝐵) 

−(𝐴2𝑛 + 𝐵)(𝐴2𝑛+𝑟+𝑘 + 𝐵) 

  = 22𝑛+𝑟+𝑘𝐴2 + 2𝑛+𝑟𝐴𝐵 + 2𝑛+𝑘𝐵𝐴

+ 𝐵2 

−22𝑛+𝑟+𝑘𝐴2 − 2𝑛𝐴𝐵 − 2𝑛+𝑟+𝑘𝐵𝐴

− 𝐵2 

  = 2𝑛+𝑟𝐴𝐵 + 2𝑛+𝑘𝐵𝐴 − 2𝑛𝐴𝐵

− 2𝑛+𝑟+𝑘𝐵𝐴 

= 2𝑛(2𝑟 − 1)𝐴𝐵 − 2𝑛+𝑘(2𝑟 − 1)𝐵𝐴 

= 2𝑛(2𝑟 − 1)[𝐴𝐵 − 2𝑘𝐵𝐴] 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  
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Örnek 3.4 Vajda özdeşliğinde 𝑛 = 2, 𝑟 = 1 ve  𝑘 = 1 için 

𝐻𝐺𝑀3𝐻𝐺𝑀3 − 𝐻𝐺𝑀2𝐻𝐺𝑀4 = 22(2 − 1)[𝐴𝐵 − 2𝐵𝐴] 

 = 22𝐴𝐵 − 23𝐵𝐴 

 = − [23 (−
39

2
−

61

2
𝑖 − 18𝜀 + 5ℎ) 

−22 (−
39

2
+

11

2
𝑖 − 6𝜀 − 17ℎ)] 

 = −(−78 − 266𝑖 − 120𝜀 + 108ℎ) 

 = 78 + 266𝑖 + 120𝜀 − 108ℎ 

sonucu elde edilir. 

Teorem 3.7. (D’Ocagne özdeşliği) 

∀ 𝑛,𝑚 ∈ ℤ+ ∪ {0} için  

𝐻𝐺𝑀𝑚𝐻𝐺𝑀𝑛+1 − 𝐻𝐺𝑀𝑛𝐻𝐺𝑀𝑚+1 = (2𝑛 − 2𝑚)[2𝐵𝐴 − 𝐴𝐵] 

dir. 

İspat  

Binet formülü göz önünde bulundurularak 

𝐻𝐺𝑀𝑚𝐻𝐺𝑀𝑛+1 − 𝐻𝐺𝑀𝑛𝐻𝐺𝑀𝑚+1  = (𝐴2𝑚 + 𝐵)(𝐴2𝑛+1 + 𝐵) 

−(𝐴2𝑛 + 𝐵)(𝐴2𝑚+1 + 𝐵) 

 = 2𝑛+𝑚+1𝐴2 + 2𝑚𝐴𝐵 + 2𝑛+1𝐵𝐴

+ 𝐵2 

−2𝑛+𝑚+1𝐴2 − 2𝑛𝐴𝐵 − 2𝑚+1𝐵𝐴

− 𝐵2 

 = 2𝑚𝐴𝐵 + 2𝑛+1𝐵𝐴 − 2𝑛𝐴𝐵

− 2𝑚+1𝐵𝐴 

 = (2𝑚 − 2𝑛)𝐴𝐵 − (2𝑛+1 − 2𝑚+1)𝐵𝐴 

 = (2𝑛 − 2𝑚)[2𝐵𝐴 − 𝐴𝐵] 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  
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Örnek 3.5  

D’Ocagne özdeşliğinde 𝑛 = 3 ve 𝑚 = 2 için 

𝐻𝐺𝑀2𝐻𝐺𝑀4 − 𝐻𝐺𝑀3𝐻𝐺𝑀3 = (23 − 22)[2𝐵𝐴 − 𝐴𝐵] 

 = 22[2𝐵𝐴 − 𝐴𝐵] 

 = 23 (−
39

2
−

61

2
𝑖 − 18𝜀 + 5ℎ) 

−22 (−
39

2
+

11

2
𝑖 − 6𝜀 − 17ℎ) 

 = −78 − 266𝑖 − 120𝜀 + 108ℎ 

sonucu elde edilir. 

Teorem 3.8. (Honsberger özdeşliği) 

∀ 𝑛,𝑚 ∈ ℤ+ ∪ {0} için  

𝐻𝐺𝑀𝑛𝐻𝐺𝑀𝑚 − 𝐻𝐺𝑀𝑛+1𝐻𝐺𝑀𝑚+1 = 2𝑛+𝑚(5𝐴2) + 2𝑛(3𝐴𝐵) + 2𝑚(3𝐵𝐴) + 2𝐵2 

dir. 

İspat  

Binet formülü göz önünde bulundurularak 

𝐻𝐺𝑀𝑛𝐻𝐺𝑀𝑚 − 𝐻𝐺𝑀𝑛+1𝐻𝐺𝑀𝑚+1  = (𝐴2𝑛 + 𝐵)(𝐴2𝑚 + 𝐵) 

+(𝐴2𝑛+1 + 𝐵)(𝐴2𝑚+1 + 𝐵) 

  = 2𝑛+𝑚𝐴2 + 2𝑛𝐴𝐵 + 2𝑚𝐵𝐴 + 𝐵2 

+2𝑛+𝑚+2𝐴2 + 2𝑛+1𝐴𝐵 + 2𝑚+1𝐵𝐴 + 𝐵2 

  = 2𝑛+𝑚(5𝐴2) + 2𝑛(3𝐴𝐵) + 2𝑚(3𝐵𝐴) + 2𝐵2 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Hibrit Gauss Mersenne sayıları için toplama formülü aşağıdaki teoremde ifade 

edilmiştir. 

Teorem 3.9.  

∑ 𝐻𝐺𝑀𝑘 = 𝐻𝐺𝑀𝑛+1 − (𝑛 + 1)(1 + 3𝑖 + 2𝜀) − (1 +
7

2
𝑖 + 6𝜀 + 6ℎ)

𝑛

𝑘=0

 

şeklindedir. 

İspat  

Lemma 2.1 i kullanarak 

𝐻𝐺𝑀1 = 2𝐻𝐺𝑀0 + (1 + 3𝑖 + 2𝜀) 

𝐻𝐺𝑀2 = 2𝐻𝐺𝑀1 + (1 + 3𝑖 + 2𝜀) 

𝐻𝐺𝑀3 = 2𝐻𝐺𝑀2 + (1 + 3𝑖 + 2𝜀) 

⋮ 

𝐻𝐺𝑀𝑛+1 = 2𝐻𝐺𝑀𝑛 + (1 + 3𝑖 + 2𝜀) 

 

2 ∑ 𝐻𝐺𝑀𝑘

𝑛

𝑘=0

= ∑ 𝐻𝐺𝑀𝑘 − (𝑛 + 1)(1 + 3𝑖 + 2𝜀)

𝑛+1

𝑘=1

 

= ∑ 𝐻𝐺𝑀𝑘 − (𝑛 + 1)(1 + 3𝑖 + 2𝜀)

𝑛

𝑘=0

− 𝐻𝐺𝑀0

+ 𝐻𝐺𝑀𝑛+1 

dir. Yani 

∑ 𝐻𝐺𝑀𝑘 = 𝐻𝐺𝑀𝑛+1 − (𝑛 + 1)(1 + 3𝑖 + 2𝜀) − (1 +
7

2
𝑖 + 6𝜀 + 6ℎ)

𝑛

𝑘=0

 

dir. Böylece ispat tamamlanır. 
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4. HARMONİK GAUSS MERSENNE SAYILARI 

Bu bölümde, harmonik Gauss Mersenne sayılarının tanımı ve bununla ilgili bazı 

karakteristik sonuçlar verilecektir. 

Tanım 4.1.  

𝑀𝑘, 𝑘-inci Mersenne sayısı olmak üzere 𝔾𝕄𝑛, 𝑛-inci harmonik Gauss Mersenne sayısı 

𝔾𝕄𝑛 = ∑
1

𝑀𝑘 + 𝑖𝑀𝑘−1

𝑛

𝑘=1

 

dir. 

Teorem 4.1.  

𝑘 ≥ 0  için  

∑ 𝔾𝕄𝑘

𝑛−1

𝑘=0

= 𝑛𝔾𝕄𝑛 − ∑
𝑘 + 1

𝐺𝑀𝑘+1

𝑛−1

𝑘=0

 

dir. 

İspat  

(1.5) den  𝑢(𝑘) = 𝔾𝕄𝑘 ve ∆𝑣(𝑘) = 1 için 𝑣(𝑘) = 𝑘, ∆𝑢(𝑘) =
1

𝐺𝑀𝑘+1
 ve 

 𝐸𝑣(𝑘) = 𝑘 + 1 

dir. Bu bilgiler ışığında  

∑ 𝔾𝕄𝑘

𝑛−1

𝑘=0

= 𝑛𝔾𝕄𝑛 − ∑
𝑘 + 1

𝐺𝑀𝑘+1

𝑛−1

𝑘=0

 

eşitliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 4.2.  

𝑘 ≥ 0  için, 

∑(𝔾𝕄𝑘)
2

𝑛−1

𝑘=0

= 𝑛𝔾𝕄𝑛
2 − ∑

𝑘 + 1

𝐺𝑀𝑘+1

𝑛−1

𝑘=0

(2𝔾𝕄𝑘 +
1

𝐺𝑀𝑘+1
) 

dir. 

 

(4.1.1) 

(4.1.2) 
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İspat  

(1.5) dan  𝑢(𝑘) = 𝔾𝕄𝑘
2
 ve ∆𝑣(𝑘) = 1 için 𝑣(𝑘) = 𝑘,  

∆𝑢(𝑘) =
1

𝐺𝑀𝑘+1
(2𝔾𝕄𝑘 +

1

𝐺𝑀𝑘+1
) ve 𝐸𝑣(𝑘) = 𝑘 + 1 dir. Bu bilgiler ışığında  

∑(𝔾𝕄𝑘)
2

𝑛−1

𝑘=0

= 𝑛𝔾𝕄𝑛
2 − ∑

𝑘 + 1

𝐺𝑀𝑘+1

𝑛−1

𝑘=0

(2𝔾𝕄𝑘 +
1

𝐺𝑀𝑘+1
) 

eşitliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  
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5. MİN MATRİSLER VE HARMONİK GAUSS MERSENNE SAYILARI 

Tanım 5.1.  

𝒮 = [𝒮𝑘𝑖𝑗
]
𝑖,𝑗=1

𝑛

 bir 𝑛-kare matris ve 𝒮𝑖,𝑗 = min (𝑖, 𝑗), 𝔾𝕄𝑛, 𝑛-inci harmonik Gauss 

Mersenne sayısı olmak üzere bu matrisler 

𝒮 = [𝒮min (𝑖,𝑗)]𝑖,𝑗=1

𝑛
=

[
 
 
 
 
𝔾𝕄1 𝔾𝕄1 𝔾𝕄1

𝔾𝕄1 𝔾𝕄2 𝔾𝕄2

𝔾𝕄1 𝔾𝕄2 𝔾𝕄3

⋯
𝔾𝕄1

𝔾𝕄2

𝔾𝕄3

⋮ ⋱ ⋮
𝔾𝕄1 𝔾𝕄2 𝔾𝕄3 ⋯ 𝔾𝕄𝑛]

 
 
 
 

 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
1 1 1

1
13 − 𝑖

10

13 − 𝑖

10

1
13 − 𝑖

10

206 − 22𝑖

145

⋯

1
13 − 𝑖

10
206 − 22𝑖

145
⋮ ⋱ ⋮

1
13 − 𝑖

10

206 − 22𝑖

145
⋯ 𝔾𝕄𝑛 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde gösterilir. 

Teorem 5.1.  

𝔾𝕄, (5.1.2) şeklinde bir matris olsun, o halde 𝔾𝕄 matrisinin Öklid normu 

‖𝔾𝕄‖𝔼 = [𝑛2(𝔾𝕄𝑛)2 − 𝑛 ∑
𝑘 + 1

𝐺𝑀𝑘+1
(2𝔾𝕄𝑘 +

1

𝐺𝑀𝑘+1
)

𝑛−1

𝑘=0

]

1

2

 

dir. 

İspat   

Öklid normu tanımından  

‖𝔾𝕄‖𝔼
2 = 𝑛 ∑ 𝔾𝕄𝑘

2

𝑛−1

𝑘=0

 

elde edilir. 

Daha sonra (4.1.2) ifadesini kullanarak 

(5.1.2) 

(5.1.2) 



 

26 
 

‖𝔾𝕄‖𝔼 = [𝑛2(𝔾𝕄𝑛)2 − 𝑛 ∑
𝑘 + 1

𝐺𝑀𝑘+1
(2𝔾𝕄𝑘 +

1

𝐺𝑀𝑘+1
)

𝑛−1

𝑘=0

]

1

2

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 5.2.  

𝒮, (5.1.2) deki gibi bir matris olsun. O halde 

det( 𝒮) = ∏(𝔾𝕄𝑖 − 𝔾𝕄𝑖−1)

𝑛

𝑖=2

 

dir. 

İspat   

(5.1.2) Matrisi üzerinde elemanter satır işlemleri kullanarak 

det( 𝒮) = 𝑑𝑒𝑡

[
 
 
 
 
𝔾𝕄1 𝔾𝕄1 𝔾𝕄1

0 𝔾𝕄2 − 𝔾𝕄1 𝔾𝕄2 − 𝔾𝕄1

0 0 𝔾𝕄3 − 𝔾𝕄2

⋯
𝔾𝕄1

𝔾𝕄2 − 𝔾𝕄1

𝔾𝕄3 − 𝔾𝕄2

⋮ ⋱ ⋮
0          0               0  ⋯ 𝔾𝕄𝑛 − 𝔾𝕄𝑛−1]

 
 
 
 

 

yani 

det( 𝒮) = ∏(𝔾𝕄𝑖 − 𝔾𝕄𝑖−1)

𝑛

𝑖=2

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 5.3.   

𝒮 matrisi ters çevrilebilirdir ve 𝒮 matrisinin tersi  

𝒮−1 =

[
 
 
 
 
 
𝐺𝑀2 + 𝐺𝑚1 −𝐺𝑀2  

−𝐺𝑀2 𝐺𝑀3 + 𝐺𝑀2 −𝐺𝑀3

⋱ ⋱ ⋱
0

0

⋱ ⋱ ⋱
−𝐺𝑀𝑛−1 𝐺𝑀𝑛 + 𝐺𝑀𝑛−1 −𝐺𝑀𝑛

 −𝐺𝑀𝑛 𝐺𝑀𝑛+1 + 𝐺𝑀𝑛]
 
 
 
 
 

 

şeklindedir.  
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İspat   

Teorem 5.2 den 𝒮 tekil olmayan matristir bundan dolayı ters çevrilebilirdir. 

Tümevarım metodunu kullanarak 

𝑛 = 2 için 

𝒮 = [
1 1

1
13 − 𝑖

10

] 

dir. O halde, 𝒮 matrisinin tersi 

𝒮−1 = [
4 + 𝑖 −3 − 𝑖

−3 − 𝑖 3 + 𝑖
] 

dir. Teoremin ifadesi 𝑛 = 𝑘 için doğru yani,  𝒮 = [𝒮𝑘𝑖𝑗
]
𝑛×𝑛

 ve  𝒮−1 = [𝒮𝑘𝑖𝑗
]
𝑛×𝑛

−1

 olsun. 

buradan hareketle 𝑏 = (𝔾𝕄1, 𝔾𝕄2, … , 𝔾𝕄𝑛)𝑇, 𝑏𝑇 = (𝔾𝕄1, 𝔾𝕄2, … , 𝔾𝕄𝑛) ve 

𝑐 = 𝔾𝕄𝑛+1 eşitlikleri ile birlikte 𝑛 = 𝑘 + 1 için ispat tamamlanmış olur. 

𝒮−1 in ilk sütunu için tam olarak iki tane sıfır olmayan eleman içerdiğinden, 

permanenti daralma(contraction) yöntemi ile hesaplanabilir. 

Başlangıç koşulları 𝑏0 = 𝐺𝑀2
2(𝐺𝑀1 + 𝐺𝑀2)(𝐺𝑀2 + 𝐺𝑀3) ve 

 𝑐0 = −𝐺𝑀3(𝐺𝑀1 + 𝐺𝑀2) olmak üzere 𝑏𝑘 ve 𝑐𝑘  yineleme bağıntılarını  

𝑏𝑘 = (𝐺𝑀𝑘+2 + 𝐺𝑀𝑘+3)𝑏𝑘−1 − 𝐺𝑀𝑘+2𝑐𝑘−1, 

𝑐𝑘 = −𝐺𝑀𝑘+3𝑏𝑘−1 

şeklinde tanımlayalım. O halde aşağıdaki teorem sağlanır. 

Teorem 5.4.  

𝑛 ≥ 3  için 

𝑝𝑒𝑟𝒮−1 = 𝑏𝑛−3[𝐺𝑀𝑛 + 𝐺𝑀𝑛+1] − 𝑐𝑛−3𝐺𝑀𝑛 

dir. 

 

 

 



 

28 
 

İspat  

𝒮−1 matrisinin tanımından ilk sütun üzerine daraltılabilir(contraction metodu 

uygulanabilir). 𝒮−1 in 𝑘-inci daralması(contraction)  𝒮(𝑘) olarak adlandırılır. Şöyle ki 

𝒮−1 matrisinin ilk sütununa daralma(contraction) metodu uygulanırsa  

𝒮(1) =

[
 
 
 
 
 

𝑏0 𝑐0
  

−𝐺𝑀3 𝐺𝑀4 + 𝐺𝑀3 −𝐺𝑀4  
 ⋱ ⋱       ⋱

0

0

⋱  ⋱ ⋱   
 −𝐺𝑀𝑛−1 𝐺𝑀𝑛 + 𝐺𝑀𝑛−1 −𝐺𝑀𝑛

   −𝐺𝑀𝑛  𝐺𝑀𝑛+1 + 𝐺𝑀𝑛]
 
 
 
 
 

 

matrisi elde edilir. 

Burada  

𝑏0 = 𝐺𝑀2
2(𝐺𝑀1 + 𝐺𝑀2)(𝐺𝑀2 + 𝐺𝑀3)  

ve  

𝑐0 = −𝐺𝑀3(𝐺𝑀1 + 𝐺𝑀2) 

dir. 

𝒮(1) in ilk sütununa göre daralma(contraction) yöntemi uygularsak 

𝒮(2) =

[
 
 
 
 
 

𝑏1 𝑐1
  

−𝐺𝑀4 𝐺𝑀5 + 𝐺𝑀4 −𝐺𝑀5  
 ⋱ ⋱       ⋱

0

0

⋱  ⋱ ⋱   
 −𝐺𝑀𝑛−1 𝐺𝑀𝑛 + 𝐺𝑀𝑛−1 −𝐺𝑀𝑛

   −𝐺𝑀𝑛  𝐺𝑀𝑛+1 + 𝐺𝑀𝑛]
 
 
 
 
 

 

dir. Burada  

𝑏1 = (𝐺𝑀3 + 𝐺𝑀4)𝑏 − (𝐺𝑀3)𝑐  

ve 

 𝑐1 = −𝐺𝑀4𝑏 

dir. 
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1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 3 için 

𝒮(𝑘+1) =

[
 
 
 
 
 

𝑏𝑘 𝑐𝑘
  

−𝐺𝑀𝑘+2 𝐺𝑀𝑘+2 + 𝐺𝑀𝑘+3 −𝐺𝑀𝑘+3  
 ⋱ ⋱       ⋱

0

0

⋱  ⋱ ⋱   
 −𝐺𝑀𝑛−1 𝐺𝑀𝑛 + 𝐺𝑀𝑛−1 −𝐺𝑀𝑛

   −𝐺𝑀𝑛  𝐺𝑀𝑛+1 + 𝐺𝑀𝑛]
 
 
 
 
 

 

dir. Burada 

𝑏𝑘 = (𝐺𝑀𝑘+2 + 𝐺𝑀𝑘+3)𝑏𝑘−1 − (𝐺𝑀𝑘+2)𝑐𝑘−1  

ve 

 𝑐𝑘 = −𝐺𝑀𝑘+3𝑏𝑘−1 

dir. 

𝑘 ≥ 1 için  (𝑛 − 3)-inci adım 

𝒮(𝑛−3) = [
𝑏𝑛−4 𝑐𝑛−4 0

−𝐺𝑀𝑛−1 𝐺𝑀𝑛 + 𝐺𝑀𝑛−1 −𝐺𝑀𝑛

0 −𝐺𝑀𝑛 𝐺𝑀𝑛+1 + 𝐺𝑀𝑛

] 

dir. 

(𝑛 − 2)-inci adım 

𝒮(𝑛−2) = [
𝑏𝑛−3 𝑐𝑛−3

−𝐺𝑀𝑛 𝐺𝑀𝑛+1 + 𝐺𝑀𝑛
] 

dir. 

O halde 

𝑝𝑒𝑟𝒮−1 = 𝑝𝑒𝑟𝒮(𝑛−2) = 𝑏𝑛−3[𝐺𝑀𝑛 + 𝐺𝑀𝑛+1] − 𝑐𝑛−3𝐺𝑀𝑛 

dir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Örnek 5.1. 𝑛 = 6 için permanentini ilk sütuna göre daralma(contraction) yöntemi ile 

hesaplayalım. 

𝒮6
−1 =

[
 
 
 
 
 
4 + 𝑖 −3 − 𝑖 0 0 0 0
−3 − 𝑖 10 + 4𝑖 −7 − 3𝑖 0 0 0
0 −7 − 3𝑖 22 + 10𝑖 −15 − 7𝑖 0 0
0 0 −15 − 7𝑖 46 + 22𝑖 −31 − 15𝑖 0
0 0 0 −31 − 15𝑖 94 + 46𝑖 −63 − 31𝑖
0 0 0 0 −63 − 31𝑖 190 + 94𝑖 ]

 
 
 
 
 

 

 

𝒮6
(1)

=

[
 
 
 
 
42 + 32𝑖 −25 − 19𝑖 0 0 0
−7 − 3𝑖 22 + 10𝑖 −15 − 7𝑖 0 0
0 −15 − 7𝑖 46 + 22𝑖 −31 − 15𝑖 0
0 0 −31 − 15𝑖 94 + 46𝑖 −63 − 31𝑖
0 0 0 −63 − 31𝑖 190 + 94𝑖 ]

 
 
 
 

 

 

𝒮6
(2)

= [

766 + 1352𝑖 −436 − 788𝑖 0 0
−15 − 7𝑖 46 + 22𝑖 −31 − 15𝑖 0
0 −31 − 15𝑖 94 + 46𝑖 −63 − 31𝑖
0 0 −63 − 31𝑖 190 + 94𝑖

] 

 

 𝒮6
(3)

= [
6516 + 93916𝑖 −3466 − 53402𝑖 0
−31 − 15𝑖 94 + 46𝑖 −63 − 31𝑖
0 −63 − 31𝑖 190 + 94𝑖

] 

 

𝒮6
(4)

= [
−4401216 + 10835292𝑖 2500888 − 6118704𝑖
−63 − 31𝑖 190 + 94𝑖

] 

sonuç olarak 

𝑝𝑒𝑟𝒮6
−1 = 𝑝𝑒𝑟𝒮6

(4)
 

= 𝑏3[𝐺𝑀𝑛 + 𝐺𝑀7] − 𝑐3𝐺𝑀6 

= −2201984256 + 1952942000𝑖 

olarak elde edilir. 
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6. SONUÇ 

Bu tezde, Gauss Mersenne katsayılarına sahip hibrit sayılar elde edildi. Gauss 

Mersenne katsayılı hibrit sayılar için üreteç fonksiyonu, bu üreteç fonksiyonundan 

yararlanarak Binet formülü verildi. Ayrıca sırasıyla Cassini özdeşliği, Catalan 

özdeşliği, Vajda özdeşliği, D'Ocagne özdeşliği ve Honsberger özdeşlikleri Binet 

formülü kullanılarak ispatlandı. Elde edilen sonuçlar uygulamalı örneklerle açıklandı. 

Son olarak harmonik Gauss Mersenne sayılarının tanımı, bazı karakteristik eşitlikler, 

elemanları harmonik Gauss Mersenne sayıları olan min matris tanımı ve permanent 

hesabı verildi. 
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